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PRESENTACION 


El presente trabajo, es una recopilación de la teoría y problemas de análisis 
matemático que durante muchos años los autores han dictado y realizado en el Curso 
Básico de la Facultad de Ingeniería, Ciencias Físicas y Matemática de la Universidad 
Central del Ecuador. 


El objetivo fundamental de este trabajo es que el estudiame tenga a la mano un 
documento de Fundamentos de Matemática I que se dicta en el Curso Básico, de fácil 
comprensión, amigable y sencillo, y que le permita entender varios capítulos de la 
Matemática que a veces son conflictivos y borrascosos para el iniciado en esta área, y 
que además, esté al alcance de las posibilidades económicas del estudiante. 


La mayor parte del contenido de este documento ha sido tomada de otros textos que 
son usados como referencia y consulta en la Facultad, 


Loa autores agradecen a la Facultad de Ingemería, Ciencias Físicas y Matemática de 
la Universidad Central, a sus autoridades y profesores por el apoyo brindado para la 
publicación de este documento y esperan de los señores estudiantes, su aceptación y 
eríticas a su edición 


Quito, agosto 2005 


Ing. Juan Gómez R. Ing. Raúl Villacrés 


Profesores de Análisis Matemático de la Facultad de Ingeniería, Ciencias Físicas y 
Matemática de la Universidad Central 
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> CÁLCULO PROPOSICIONAL 


3 Copítnio 


CÁLCULO PROPOSICIONAL 


1:1.- INTRODUCCION 
El Cálculo Proposicional es una rama de la Matemática cuyo objetivo fundamental os analizar 
la validez o no de razonamientos que-se efectúan constantemente, en base al estudio de las 
proposiciones y conectivos lógicos. 

12. PROPOSICIONES 


Una proposición es una expresión o frase en la que se declara alguna cosa y a la cual se 
puede asignar su valor de verdad, que puede ser verdadero o falso, pero no ambos a la vez. 


Ejemplo 1; "HoyesLunes” z 
Esta frase es una proposición por cuanto podemos razonar sí es verdadera o 
falsa, 

Ejemplo2: — “¿Lloverámañana?” 


Esta frase no es una proposición pues carece de un valor verdadero o falso, 


Ejemplo3: — “Cómpestás” 
Tampoco es una proposición 


Ejemplo 4; "349" 
Esta igualdad es una proposición pues podemos determinar si es verdadera 
o falsa 


Ejemplo 5: a 220 
No es una proposición pues no podemos saber sí as verdadera o falsa. Pero 
si reemplazamos x por cualquier valor numérico, se obtiene una proposición. 


Ejemplo 6: — “Orellana descubrió América y Colón descubrió el Río Amazonas” 
Por la misma razón anterior, esta frase también es una proposición. 


Los ejemplos 1, 4 y 5 anteriores son proposiciones simples por contener une sola 
proposición. 

En cambio el ejemplo 6 es una proposición compuesta por estar formada por dos 
proposiciones simples: "Orellana descubrió América”, y “Colón descubrió el Río Amazonas” 
Observe que estas dos proposiciones están unidas por la letra “y”, 


De los ejemplos analizados se puede concluir que toda proposición es una frase, pero no 
oda frase es una proposición. 


1.2.1 Notación de proposiciones 


Alas proposiciones se las denotará con letras minúsculas como p, q, . etc. 


sl 
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El simbolo: se les "representa" o “significa”. Así, la expresión p:: “Montalvo escribió Las 
Catilinarias” se lee * p representa la proposición "Montalvo escribió Las Catilinarias' * 


1.2.2 Valor de verdad de una proposición. 
La verdad o falsedad de una proposición se lama Valor de Verdad. Si la proposición es 


verdadera, su valor de verdad se denota por V. Sila proposición es falsa, el valor de verdad 
se deñola por F. En el ejemplo anterior, p es V. 


13 NEGACIÓN . 


Se puede negar una proposición anteponiendo la palabra "no" o las frases "no es cierto que" 
9*no es verdad que". Para representar esta negación usaremos el siguiente simbolo: — . 


Ejemplo 1: si p:"estoy jugando", entonces la negación de esta proposición es 
= p::"no estoy jugando” o también - p:: "no es cierto que estoy 
Jugando" 


Ejemplo 2: si p::"Juan está alegre", entonces se tiene: 
= pz "Juan no está alegre", o también — p:: "Juan está triste" 


Ejemplo 3: Enlas tres proposiciones siguientes: 
p*: "Madrid ostá en España" 
9 ;: "Madrid no está en España" 
1: "No es clorto que Madrid estó en España" 
Entonces g y r son la negación de y. 


Se observa que los valores de verdad que puede tomar la proposición -p e partir de la 
proposición p siguen la sigulente regla: 


aj sí p es Verdadera, su negación es Falsa, y 
D)_, si pesFalsa,su negación es Verdadera 
Ejemplo, sí p:: "Quito está en Ecuador” (V), entonces - p:: "Quito no está en Ecuador” (F) 
Pp 
v|F 
La regla anterior puede representarse por 
medio de la Tabla de Verdad siguiente: FT V 


14-  CONECTIVOS LOGICOS 


Para relacionar a las proposiciones simples entro si y formar proposiciones compuestas, se 
utilizan símbolos denominados Conectivos Lógicos, Los más utilizados son: 


1.4.1 CONJUNCIÓN (A) 


La Conjunción es un conectivo lógico que relaciona dos proposiciones simples para lormar 
yna proposición compuesta, mediante la lotra *Y' cuya representación es el símbolo A 
Entonces, pag seleerá* p y g*, 0 también” p conjunción ¿* 
Ejemplo 1 pi: “Mario es bueno” ; y: “Rita está alegre" 

Pag : “Mario es bueno y Rita está alegre 


| 
| 
| 
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Los valores de verdad de la proposición compuesta p., q siguen la siguiente regla: 


SI p es Verdadera y y también es Verdadera, entonces pg es Verdadera; en cualquier 
otro casoes Falsa. Es decir, la Conjunción de dos proposiciones es Verdadera sí las dos 
proposiciones simples son Verdaderas 


Ejemplo: sean las proposiciones siguientes: 


2) pz "Quitoestáen Ecuador (V) y g::"3:2=5"(V) 
Entonces pa gi: "Quito está en Ecuador y 3+2=5" es V 


b) E 
Entonces pag:: "Quito está en Ecuador y 3+ 


'Quito está en Ecuador” (V) y q::"3+2=4*(F) 
2-4 0s F 


e) “Quito está en Colombia” (F) y q::"3+2=S" (V) 
Entonces paq:i “Quito está en Colombia y 3+2=5" es F 
9) 'Quito está en Colombia" (F) y q: "3+2=4* (F) 


Entonces pa g:: “Quito está en Colombia y 3+2=4" es F 


En los ejemplos anteriores se observa que únicamente a) es verdadera; todas las demás son 
falsas pues al menos una proposición es falsa. En consecuencia, la Tabla de Verdad de la 
proposición pa g será la siguiente: 


<| 


| 1 <l <| > 


zx] 
Y 
F 
F 
F 


-n| <| 


1.4.2 DISYUNCIÓN (vw) 
La Disyunción es un conectivo lógico que relaciona dos proposiciones simples para formar 
una proposición compuesta mediante la letra "o" , cuya representación es el símbolo Y 
Entonces, pwg seleerá*p o g”,o también * p disyunción q” 


Ejemplo 1 pz: "Mario es bueno” ; g:: "Rita esté alegre” 
pvq:"Mario es bueno o Alta está alegre" 


Los valores de verdad de la proposición compuesta py g siguen la siguiente regla: 


a) Es Vergadera silas dos proposiciones py g son Verdaderas, 
b) Es vergadera sí al menos una de las proposiciones dadas es Verdadera, 
Es decir, la Disyunción de dos proposiciones es Falsa si las dos proposiciones 
simples son Falsas 


/ 
Ejemplo: sean las proposiciones siguientes: 


a) p:: "Quito está en Ecuador” (V) o q::"3+2=5" (V) 
Entonces pvg:: "Quito está en Ecuador o 3+2=5" es V 


Bb) pi"Quito está en Ecuador” (V) O q::"3e2=4* (F) 
Entonces pvg:: "Quito está en Ecuador o 3+2=5" es V 
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“Quito está en Colombia" (F) o q: "3+2=5" (V) 


e) P 

Entonces pvq:: “Quito está en Colombia 0 3+2=5" es Y 
9) pi: "Quito está en Colombia" (F) y q :: "3+2=4" (F) 

Entonces p vq: “Quito está en Colombia o 3+2=4" es F 
Se observa que únicamente d) es falsa E 
fodas las demás son verdaderas pues al 
menos una proposición es verdadera. En YY IVY 
consecuencia, la Tabla de Verdad de pwg 0 Y 
será la siguiente: E Y y 

F|F|F 


14.3 CONDICIONAL(=) 


El Condicional es un conectivo lógico que relaciona dos proposiciones simples que 
mantienen una relación de dependencia, mediante el simbolo =>, para darnos una nueva 
proposición p=4 que se leerá *pentonces g”. o también * p implica q”, o “p condición 
4%. o “si pontonces q”. Los valores de verdad de la proposición P=4_ siguen la 


siguiente regla; 


El valor de verdad de la proposición condicional p=>4 es Falso cuando y es Verdadero y 
y es Falsa en cualquier otro caso es Verdadero 


Ejemplo 1: supongamos que María es nacida en Quito, y sean las proposiciones siguientes: 


a) p: *Marla es quitoña" (V) 
q: “María es ecuatoriana" (V) 
p=4:: “Si María es quileña, entonces es ecuatoriana" (V) 


b) ps *Márla es quiteña” (V) 
4: "María es peruana” (F) 
p=4:: “Si María es quiteña, entonces es peruana” (F) 


O] pi: "María es limeña" (F) 
9::"María es ecuatoriana" (V) 
p=q:: "Si Maria es Imoña, entonces es ecuatoriana” (V) 


d) — pi"Maria es imeña" (F) 
9: "María is peruana” (E) 
p=0:: 'Si María es limeña, entonces es peruana" (V) 

En consecuencia, la Tabla de Vordad de la proposición p=9 será la siguiente: 


7 TT +1 
E Y Ñ 

v E F 

a Y NY 
Ue FE | 
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Ejemplo 2: Seanlas proposiciones siguiente: 
3: "La estructura de una construcción es de cemento armado" (V) 


4 “Enla construcción se utilizará cemento y hierro" (V) 
P=9: “Si la estructura es de hormigón armado entonces en la construcción se 
utilizará comento y hierro" (V) 


1.4.4 BICONDICIONAL(<=) A 


El Bicondicional es un conectivo lógico que relaciona dos proposiciones simples que 
mantienen una dependencia dele, mediante el símbolo > para damos una nueva 
proposición pe=g que se leerá “psi y solo si q”, o también *p si, y solamente sí y”. 
Entonces podemos decir que la una afirmación implica a la otra afirmación. 


Los valores de verdad de la propasición pq siguen la siguiente regia: 


El valor de verdad de la proposisón bicondicional P+=4.es Verdadero sip y q Henen el 
mismo valor de verdad en cualquier otro caso es Falso 


Ejemplo 1: Seanlas proposiciones siguientes: 


pi: *El triángulo equilátero ABC tiene tres lados iguales" (V) 

43: "El triángulo equilátero ABC llene tres ángulos iguales” (V) 

p=4: "El triángulo equiáteró ABC llene los tres lados Iguales si y solamente si tiene 
los tres lados igzalos (V) 


Ejemplo2: — Seanlas proposiciones siguientes: 


p:: “Un cuadrilátero es wn cuadrado" (V) 

q: "El cuadrado tiene cuatro lados iguales" (V) 

»s24:: "El cuadrllátoro es un cuadrado sí y solamente si tiene los cuatro lados 
Iguales” (V) 


La Tabla de Verdad de la proposición p 4 será la siguiente: 


“0 -0] <| <| 


1.5.- TABLAS DE VERDAD DE PROPOSICIONES 

Con la aplicación de las reglas anteriores se puede construir las denominadas Tablas de 
Verdad o Tablas de Verificación de proposiciones compuestas más complejas en las cuales 
aparezcan algunos conectivos lógicos. 


Como criterio de ayuda, es conveniente realizar primero las operaciones básicas de negación 
(-), conjunción (a) y disyunción (w) luego se efectuará las operaciones de condicional () 
y bicondicional (+=) 

Ejemplo 1: Demostrar que p=>qe=(- p)vq 


Solución: Se elabora la tadiz de verdad de la manera indicada a continuación. Los 
¡números en paréntesis indican el orden de las operaciones 
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P[9] p>9 | -» [Erdva |] p=98 pg 
viv Y F NA Y 
17 0 IE A V 
FIvV Y Y Y Y 
ETE v Y Vd y 
a (0) (2) 4) 
Ejemplo 2: Hallarla tabla de verificación de las siguientes proposiciones, donde pg, r 
son proposiciones simples: 
a lvwnnleloraro vn] 
aa DEE AA INE 
NARAL Mi Y Ni Y Y Y 
vVIv|F F hs Y y y A 
vV|F IV F Y Y hd Y Ad 
VIFTFE Y v Y Y v 
Flviv Y v Mm y Y E 
EIVIFT E F Y F E 5KZ 
FLFIVIE F FIV F iv 
ELFJFI E E E F E Y 
(0 (000 al [5] 


Las proposiciones del Ejemplo 1 y Ejemplo 2.a cuyo resultado final es siempre verdadero sin 


depender de los valores de verdad de las proposiciones componente: 


Tautologí 


las 


se denominan 


Como una Tautología es siempre verdadera, la negación de una Taulología será siempre 
falsa, lo que se denomina una Contradicción 


) (png Ap vq) 


Ejomplo 3. 


PT Era REDEE] 
AA IA A A v 
00 062 A IA A E Y 
Flv]v Y F $ LA 
FF] V a VIV Y 
ÍE OM O) El 
Demostrar la siguiente tautología: * po no p” ,05ea p V(- p) 


En frases: 
sl EA p:"VivO en Quito” mM 
v]F Y - p:"No vivo en Quito" 7) 
EV y p V(- p):"Vivo o no vivo en Quito” (M) 


j 
j 


po 


¡ 
| 
| 
i 


Ejemplo 4: 


Ejemplo 5: 


Ejemplo 6: 


Solución 
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Demostrar la siguiente contradicción * py no p" ,0 sea p A( p) 


En frases: 

PACA pis VivO en Quito” mM 
E = p:"No vivo en Quito" (E) 

3 PA(= p)::'Vivo y no vivo en Quito" (F) 


Un principio fundamental del razonamiento lógico, denominado "Ley del 
Silogismo”, establece que * si pimplica q ,y q'implica r, entonces p implica 
1. Escrilo en forma de proposiciones so tendría: [p=>xq=r]=(9=1). 
Demostrar que la Lay de Silogismo es una Tautología. 


Plalr[|o>9 [or E 
v]vivi v Y Y a 
VIVIFIY F F FIV 
V|FIViF V F 720 
v]FIF F Y F F We 
Flviv Y Y Y Y Y 
EME Y La F Y v 
F[FIV E Y Ñ Y Y 
F[F]F v Y v v v 


Sean p, q . r proposiciones, Supongamos que p es verdadera, q falsay y 


verdadora, Determinar el valor de la siguiente proposición: [pv(-q]es(gar) 


Un primer método consiste en usar las fórmulas de los diferentes conectivos, 


aplicadas al caso particular de las tres proposiciones p, q. y: 
lovi-alegar) pesV, qesF, pes V: 
Merle 

Pia » : 
ÍMe=cr 


la- 


Un segundo método consiste en construir la Tabla de Verdad de la 
proposición y observar en ella la solución podida 


A] EN] bw 
Fl Wi 


E 


nm <|<|-n [1 <[<[ a 


| <[[<n[<n[ <= 


=6a) 


"0-01 0] n]<[<]<J< 

<|<|-0] 0] <|<| 

<|<|-n]-0] <| <| <| 

0-0 -0]<|-0]-0|-0| < 

0-0 <|-2|-02]-0|-0|< 
1 


A 


CÁLCULO PROPOSICIONAL 


La tercera fila cumple las condiciones dadas, y por tanto la proposición compuesta tiene un 
valor F 


1.5- PROPIEDADES DE LAS PROPOSICIONES 


Se: q. r proposiciones. Entonces se puede demostrar mediante tablas de verdad las 


siguientes propiedades, demostrando que las proposiciones compuestas son Tautologías. 


1 Propiedad de Idempotencia: 


0) pep Pape p a py 
2- Propiedad Asocialiva: 
2) pagano pagar Y prarnelpvavr 
3- Propiedad Conmutativa: 
0) pryeqrp prgqrp 
42 Propiedad Distributiva: 
) PAGUTS paqivpan b) pvigari=(pyaleyn 
5» Leyes de Morgan 
a pres placa) D papel pr) 
6- Leyes de Absorción 
0) pvpagep pnlpva)ep 
) (pay=3 dd pap=p 
A continuación se dan algunos ejemplos de las demostraciones de estas propiedades 
Demostrar la púmera propiedad de Idempotencia a) 
2 las | -cmsp] 
Y] py ] 
E y ] 
Portanto la proposición  - (- pJe» pes una Tautología 
Ejemplo2:— Demostraria segunda propiedad conmutallva — b) pygeqvp 
Por tanto la proposición jtología 
Ejemplo3: — Demostrarla primera propiedad distributiva de los conectivos lógicos 


2) palgvrie (paq)v 
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a EZ A A ZE 
Vivi yv Y Y] Y Y 
V]VIFV v Y |+ Y y 
V]FIV Y v FJ Y Y 
VÍFTFF a EJE a v 
FJviv v E EE E Y 
FIVIF Y a ELE E Y] + 
FJF[V v F F]F F v 
FJF|F F F FIF F v 


Por tanto la proposición p A(gwr)e (paq)v(par) es una Tautología 


Se deja como deber al estudiante la demostración de las propiedades de las proposiciones y 
sus conectivos lógicos (Ver Deber 1 ejerciclo 8) 


Ejemplo: — Sean p. q. r proposiciones. Obtener las negaciones de las proposiciones 
sigulentes usando las Leyes de Morgan. Comprobar mediante tablas de 
valores agan dDp=g 

Solución: a) qat=s)  Lanegaciónes =(qa(-1) 


Aplicando le Ley oe Morgan — =(paq)e» (-p)v(-q) ssdene 


AE) SEACE 


—(ni=1) =-qlvr La tabla de valores es la siguiente: 
9 r]-r orense] al eovr]e 
ATTE E Y LF Y Y 
EF IVIOV FT FI 
E VE F Y vl a Y 
TF FEIW Li Y Y v Y 


Se comprueba por tanto que es uná tautologla 


b) p =q Esta proposición equivale a (p= q) « (- p) wg (Ver Ejemplo 1 Pag. 5) 
La negación es - [(p=q))=-[(-p)wa) 
Aplicando la Ley de Morgan — —(pwa) e» (- pJA(- 9) se tiene; 
(0 le maca » lr le par 


La tabla de valores es la siguiente: 


2Je[o=9]-le=0[]-3 »co[e 
viv y E E FET 
NIE E Y Y Y Li 
Fly V F F F Y 
FIF V F V F V 


Se compruéba por tanto que es una tautología. 


CÁLCULO PROPOSICIONAL 


DEBER No. 1: GENERALIDADES 


í 


Determinar cuáles de las siguientes frases son proposiciones 


(J3+2=5 bx1=é eS Molal (Dyo estudio 


Sean p: "Hace frio" y q:”, Fstá lloviendo", Describir con una proposición las 
siguientes aseveraciones (en cada caso, reemplazar — A,V,-=,=, «> por 'y, “o” 
¡es falso” o “no”, *si ....entoncas" y "si y solo si * respectivamente, simplificando. 


a-. bprq deava qe p )p=-q 
Yav-p 9)-pa-q  hpe-q 1--q DI) =p 


Sean p:: "Ella es alta” y q:" Ella es atractiva”. Escribir las siguientes proposiciones 
en forma simbólica con p y q; 


a) Ella esalta y atractiva 
b) Ella es alta perono es atractiva 

C) Es falso que ella seapoquaña o atractiva 

9) Ella noes alta ni atractiva 

e) Ella es alta, o ella es poqueña y atractiva 

1), Noes verdad que ella sea baja o que no es atractiva 


Delerminar el valor de verdad de cada una de las siguientes proposiciones 
compuestas. 
-. 
775) Noes verdad que 2423 si, y solo si, 444=10 
Be) París está en Inglaterra o Londres está en Francia 
4) Noes verdad que 1+1=3 0 que 2+1=3 
e) Estalso que sl Paris ostá en Inglaterra, entonces Londras está en Francia 


Sea pr: “El es rico" y qu "El es feliz”. Escribir en forma simbólica las siguientes 


proposiciones: 


a) El no esrico ni feliz b) Ser pobre es ser infeliz 
£) Uno nunca es feliz sí es rico d) El es pobre pero feliz 

€) El no puede ser rico y feliz 1) Siél es infeliz es pobre 

9) SI él no es pobre y feliz, entonces es rico — h) Serrico es lo mismo que.sor feliz 


1) El es pobre o bien es rico e infeliz 1) Siél no es pobre, entonces es feliz 


Determinar el valor de verdad de las siguientes proposiciones: 


a) Noes verdad que sl 2+2=4 entonces 34325 6 1+1=2 
b) Si 2+2=4 entonces no es verdad que 2+1=3 y S.5=10 

0)  Si2+2« 4, entonces no es verdad que 34327 si y solo si 14122 

Sean p, q. r, * proposiciones, Calcular el valor de verdad ds las siguientes 
Proposiciones suponiendo que p y g son verdaderas, y que / y + son falsas: 


0) (pag=r D) rva=q e) atpas) 
d) p=r(ras) 0 qai=r D -p=0 
8) (ovrdalpvs) —h) (rasialpag) 1) -(r=plv(=0) 


D t=gerpen 


Sean p, q, r proposiciones. Probar que las siguientes proposiciones son 
tautologías: 
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Propiedad de Ider potencia 
app» D) pvp ep 


2 Propiedad Conmutativa 
PAE IA Dpranarp 


83 Propiedad Asociativa 
a) lernarlolortonn] 
») lpvg. url [ví] 


84 Pro:Jedad Distributiva 
a [pviganle loro rip vr] 
o lprtgvrle lipro vipan] 


85  Loyesde Morgan 
(pago (pra b)-ipvqo pra 


8.8 Leyde Ansorción a 
a loviale? D)paq=0 )pr>» 


Usando las tablas de verificación, hallar cuáles de las siguientes proposiciones son 
tautologías 


o Fada 

> pm q)e(- que -p) 

0) lp=q)j=(-pral Y 

Y (p=9)p)=0 
(p=q)a -q)= +0 

D —(e=q)e(p ala) 

Y  Up=q)jr(q=r)e (pr) 

ho (pr (qa t)e (lp =9)=") 

DJ UWoq=r)= (p=(q ==") 


RESPUESTAS A LOS EJERCICIOS: 


1 


a) y d) son proposiciones 


8) —pz"Hohacetrio” 
b) paq: "Hace frío y está lloviendo" 

e) pvq::"Hacefrio o está lloviendo” 

a) qe p::"Estálloviendo si y solo si hace fría" 

b)  p=- q: “Sihace frío entonces no está lloviendo" 


€)  qv-p::"Estálloviendo o no hace 
4) —pa- q:'Nohace trio y no está lloviendo" 
€) pe=-q;, "Have frio si y solo si no está lloviendo" 


1 —- q: "Es falso que no está lloviendo” 
9) (9 a -q) =p :: "Si hace frío y no está lloviendo, entonces hace frio" 
aJprq b) pv-9 o) pro) d-pr-=9 


e)pM- pad Dr 


$1 


me 
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4 a) v b)E S)F d)F e)F 
5 a pao D)-p=-q cp--q deparsg 
e)-( paa) n-q>-p drop hp q 
1)-pypa-q pq 
6 ajF b)F ev 
aF b) V F dv ev 9F 
9) V h) V yv PV 
9. 9) y h) no son tautologías 


16.- APLICACIONES 


El- Cálculo Proposicional tiene una aplicación interesante cuando se analizan Circuitos 
Eléctricos básicos. 


Los componentes fundamentales de un circulto eléctrico son: una fuente de energía, los 
hilos conductores, un interruptor y una lámpara que se enciende cuando por el circuito circula 


corriente eléctrica, 
LAMPARA 


INTERRUPTOR => 
HILO CONDUCTOR 
FUENTE 


Representaremos al interruptor y al hllo conductor de la siguiente manera, aonde A es el 
interruptor, FL el hilo conductor, y supondremos q ue la fuente está siempre funcionando: 


"LH 1 


SIA está cerrado, circula electricidad en FL y la lámpara se enciendo (estado V) 
SIA está abierto, no circula olectricidas en FL y la lámpara no se enciende (estado F) 


CIRGUIYO ELECTRICO BASICO 


1.6.1 CIRCUITO SERIE 


Considórese un circuito que tenga dos interruptores A y 8, y una lámpara L que puede estar 


prendida (V) o apagada (F) 


Circuito Seno 
Analicemos los siguientes casos, relacionando con las tablas de verdad: 


a) Silos dos interruptores A y B están cerrados (V), la corriente” eléctrica circula y la 
lámpara se enciende (V): 
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b) SIA está cerrado (V) y B está abierto (F), la corriente oléctrica ng circula y la lámpara 


o se enciende (F) 


A a í 
3 viF]E 
€) SIA está abierto (F) y B está cerrado (V). la corriente elóctrica no circula y la lámpara 
na se enciende (F) 
Q ar 
A a í 
E a FLV F 
d) Si ambos Interruptores A y B están abiertos (F), la corriente eléctrica ng circula y la 
lámpara no se enciende (Fl 
O IB 
A a í FleTE 
E 


Resumiendo los 4 casos, se tiene: 


213 
E 
vie]z 

y SR za 
: FLjE 


Circuito Serie 


Se observa que exisie una analogía con la tabla de verdad de la Coniunción, por lo que se 
escribe LwAAB donde wsignifica igualdad de estado del circuito. 


1.6.2 CIRCUITO PARALELO De manera similar se puede analizar el siguiente circulto 
denominado en paralelo. 


E ATT 
. 2 je Ey 
A 


Se observa que existe una analogía con la Disyunción. por lo que se escribe L=4v2 
1.6.3 INTERRUPTOR COMPLEMENTARIO 
Un interruptor complementario de A se denomina A', y está caracterizado por tener siempre 


posiciones opuestas al interruptor A; de esta manera, si A está abierto, A estará cerrado, y si 
A está cerrado, A” estará abierto. 


Ll CÁLCULO PROPOSICIONAL 


¡EME 
1 F —< YH L y |F 
1 F [Y 


1 Obsérvese que existe una analogía con ¡2 Nogación, y escribimos 41 


1 Ejemplo 1 Dibujar un circuito que cumpla la =andición La 4 (Bv 4") 


: 
e —_aJ 


Ejemplo 2: Dibujarun circulto que cumpla la condición L=(4A 8") vl(4 


: a 


O 


Ejemplo 3; Determinar el valor del siguiente círcult; 


Sol: LrAnmBvadaC 


Ejemplo 4: —— Deserminar el valor del siguiente circuito: 


—D—= e ae 


B 


Sol: ¿mllavi),Clvadas 


1.6.4 REDUCCIÓN DE CIRCUITOS 


5 En algunos casos es posible reducir el número de interruptores de ciertos circuitos usando 


las propiedades estudiadas de las proposiciones 
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vC)AB] 


Ejemplo 5; 


Solución: 


Ejemplo 6: 


Solución: 


CÁLCULO PROPOSICIONAL 


Reducir el siguiente circulto: 


Para este circuito se cumple que: L= AA(Av 8) 
Pero papa) p (Ley de Absorción) 


Entonces Lm AA(AV B) e A 
Por tanto, el circuito reducido equivalente sorá: 


Reducir el siguiente circuito: 


En 


Para este circuito se cumple que: L= (4 v B)v ([Aw(84.C)] 

Aplicando la ley distibuiva — pw(gar)s (pvg)Jn(pvr) en el paréntesis 
rectangular se tiene L=(Av BJvllAV(BACI]= (Ay E) lA yB)A(A 405] 
que es equivalente a; pv(p aq) es p —(Loy de Absorción), O'sea: L=Aw 8 
Por tanto, el circulto reducido equivalente será: 


> $ 


DEBER No. 2: APLICACIONES A CIRCUITOS EL ÉCTRICOS. 


1- Determinar el valor de los siguientes circuitos: 


o an line) 


90 
) 


pre) a [nine 
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a) 


2) AV(BAC) 
BD AMBvO) 

e) (Av B)A(CVD) 
dy (AABIY (CAD) 


a) AníavE) b) 


9) lBa4v ol la 


tuir un circuito para cada uno de los siguientes valores: 


E) (AMB) Y Cv (AAC) 
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s — 


O 


C 
() 


E 
A 
O, 


y 
O dia) 


1.7 FUNCIONES PROPOSICIONALES Y CUANTIFICADORES 


1.7.1 FUNCIONES PROPOSICIONALES 


Se dice que una Función Proposicional (de una variable) es una expresión  P(x) que se 
caracteriza porque al reemplazar x por un elemento determinado, la lunción se convierte en 
Una proposición. 


Ejemplo 1 P(x) 3 *x+1=3* es una función proposicional pues al reemplazar x por un 
valor cualquiera, se convierie en una proposición que adopta un valor 
verdadero o falso. Así: P(2):"2+1=3" (V) — P(4)=4+1=3(F) 

Ejemplo 2: P(x) : * x6s capital del Ecuador” es una función proposicional pues po demos 


reemplazar x por Quito y obtener una proposición verdadera. 
1.7.2 CUANTIFICADORES 


Son afirmaciones que se encuentran frecuentemente ligadas a funciones proposicionales que 
dependen de una o más variables. 


La función proposicional P(x):"x+1=3" (que no es una proposición), se la puede convertir 
en tal, anteponiendo las expresiones. “existe un "o “para todo x”, expresiones que se 


denominan Cuantificadores, y así se tendrá: 


"Existe un x, Pla): 2x+i=3" (V) 
"Para todo x, P)i%x+l=3* (F) 


Los cuantificadores pueden entonces transtormar una función proposicional en una 
proposición y son los siguientes: 


17 
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1.7.3. CUANTIFICADOR UNIVERSAL (Y) 


Sea P(x) una función proposicional, Anteponiendo el cuantificador universal Y, se obtiene 
una proposición (Y xX Pix) )que se lee "Paratodo z, P(x)" 


Ejemplos: a) (% xx es mortal) =Todo hombre es mortal (V) 
b) (Y x)(x dice la verdad) = Todos dicen la verdad (F) 
c) (vw zXx+1=3) es (F) pues x vale solamente 2 


1.7.4 CUANTIFICADOR EXISTENCIAL(3) q 


Sea P(x) Una función proposicional. Anteponiendo el cuantificador existencial 3, se obtiene 
una proposición (3 x X Ax) Jque se lee — “Existe un x, P(x)" 


Ejemplos: a) (3:x)(x es monal) = Existe un hombre que es mortal (F) 
b) (3 x)x+l=3)0s(V) pues x=2 
Ejercicio? Sea P(x):x es un hombre que dice la verdad”. Use los simbolos Y 3, = 


paraexpresar las siguientes proposiciones: 


a) Todoslos hombres dica la verdad 
Sol: (Vx)lxes un hombre que dice la verdad) O sea 
ON) 

b) Existen hombre mentiroso 


Sol: Si P(x)>x esun hombre que dice la verdac”, entonces 


— P(x) 2-"x es un hombre que dice la verdad" o lo que es lo mismo: 
= P(x) ::"x es un hombre mentiroso”, y portanto (3 x= P(x)) 

€) Todoslos hombres son mentiresos Sol; (Y xl=P(2)) 

d) Ningún hombre dice la verdad Sol: (Y xP) 


1.7.5 NEGACIÓN DE PROPOSICIONES QUE CONTIENEN CUANTIFICADORES 


Seala proposición P(x):Todo hombre es mota", que puede escribirse (Y x X P(x)) 


La negación de esta proposición es “Notodo hombre es moral" ó 
“Existe al menos un hombre que no es monta!" 
que puede escribirse (3 x)Kzno es monal), $(3 1 X-P(1)) 
Portanto se concluye que: — (Y XX P())e(3 x= P(x)) (e) 
Análogamente (3 2 X PC) =(Y xP) o) 


Las expresiones (a) y (b) anteriores mo son nada más que la Leyes de Morgan 
aplicadas a cuantificadores 


Ejemplo 1 'sa la proposición: "Existe un planeta habitable” (BxX 400) 
Su negación es: "No existe un planeta habltable * (3 x) Pto) 
O mejor: “Todos los planetas son inhabitables” (MEP) 
Se ha demostrado la ecuación (9) (3 xXP(9))3(Y MPG) 
15 


Ejemplo2:  Negarla proposición 


Sol: (3x3 y XKP(x y)]= 


Ejemplo 3; Negarla proposición 


DEBER No. 3 : CUANTIFICADORES 
1 Negar las siguientes proposiciones: 


a) 3) Py) 
b) (ey) Px.y) 


a) (Mnty 20) 


O) My) (y 
E) (Wy) (Ex) (x- y ez número 


3, Sea P(a):"xes vera? 
proposiciones: 


CÁLCULO PROPOSICIONAL 


313 y (Py) 


313 y) (Puy) (Y a Y y (=P y) E 


a) Todoslos hombres son veraces — * * 


b) Existe un hombre mentiroso 
e) Todos los hombres son mentirosos 
e) * Ningún hombre es veraz 


RESPUESTAS A LOS EJERCICIOS 


j 
i 
$ 
j 
1 
j 
1 » EDmary 
1 
Í 
| 
¿ 
j 


1,8 - [Ex 3y) Pz. y)]= (vr Yy) - P(x, y) 
b) [Vx Wy) Pix, y)]u Ax3y)=P(x, y) 
IR) 6 
EMI y 21) e) 
3, a (WxXx es veraz), 6 (PO) 
e) WM PO) 
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(Vx Y y (PG 
Sol: [WxY y (Py) ]34Wx Y y)-(P(x 9) =(3x 3 y X- P(x, y)) 


Use los símbolos Y,3 para expresar las siguientes 


MENA y 20) 
Ey Va y es miimeroimpar) 


Do EA 
9) (1 PX) 


, TEORÍA DE CONJUNTOS 


Copituto 
=——, 


TEORÍA DE CONJUNTOS 


24.- GENERALIDADES 
2.1.1.- INTRODUCCIÓN 


El concepto de Conjuntos es fundamental en todas las ramas de la matemática. 
Intulivamente., un conjunto es una lista, colección o clase de objetos bien definidos, objetos 
“que pueden ser cualesquera: números, personas, letras, ríos, etc. El concepto de conjunto 
es un concepto primitivo, es decir, no reducible a otros más simples, tal como sucede en 
Geometría con las palabras “punto”, “recta”, "plano", eto. 


Cada uno de los entes u objetos que forman el conjunto se denominan elementos. o 
miembros del conjunto, 


Ejemplos. 
De Ronimeros LUTO. 2.-Las soluciones de 1" -3x+2=0 
3- Los estudiantes Juan, José y Luis 4. Las personas que viven en Quito 

5- Las vocales a,6,,0,8 6.- Los alumnos que no están en clase 
7. Los paises Ecuador, Perú y Chile 8.-Las ciudades capitales de América 
9.- Los números 2,4,6,8 10, Los ríos del Ecuador 


Obsérvese que los conjuntos de los números impares vienen totalmente definidos, o sea se 
presentan enumerando sus elementos, y que los conjuntos de los ejemplos pares se definen 
enunciendo propiedades o reglas que deciden si un objeto particular es o no elemento de un 
conjunto. 


2.1.2- NOTACIÓN 


Es usual denotar a los conjuntos por las letras 


2.1.2- DETERMINACIÓN DE UN CONJUNTO 


Un conjunto está determinado sí, dado un elemento, podemos decir sl pertenece o no al 
mismo, Existen dos caminos para determinar un conjunto: 
a POR EXTENSÓN: Consiste en enunciar cada uno de los elementos que 


componen el conjunto. Para ello, se separan los elementos por comas y sé los 
cierra con llaves. Los ejemplos imparas anteriores se leerán de la siguiente 


manera 
le A=(13,710) que se lee *a es al conjunto de los números 137,10" 
3- C=(Juan, José y Luis) 

5» E=fa.e.i.0,4) 
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ds G= (Ecuador, Perú y Chile) 
2. ¿=(24.8) 


En este caso se dice también que el conjunto está definido por tabulación o enumeración. 


b) POR COMPRENSIÓN: Consiste en precisar las propiedades particulares P que 
permiten determinar las elementos que pertenecen al conjunto (forma constructiva): 
4=Lx/ x cumplen?) que se lee “4 es el conjunto de todos los elementos que 


cumplen P* 


Los ejemplos pares antenores se escribirán de la siguiente manera; 


2- 
4- 4 D=|x/xesunapersona que vive en Quito] 
8- 6,- F=|x/xes estudiante que no asiste o clase] 
B- B.- H=|x/xesciuded capital que estó en América) 
10.- L= (313 es un rio que estó en Ecuador ) 


Si un objeto 4 es elemento de un conjunto 4 , es decir si 4 contiene a xentre sus elementos, 
se escribe e 4 que se lee ”xes elemento de 4”, o"xestáen 4", o "xpenenecea 4”. 


Si por el contrano un objeto x ng es elemento de un conjunto'A, es decir, sí 4 no contiene a 
£ entre sus elementos, se escribe xe 4 que se lee “x no es elemento de A”, o "ano está 
en 4*,0 "no pertenece a A”. 


Ejemplo 1 Si E=(a.e.,0,u), entonces ae E, beE, ec £, feE 
Ejemplo2 Si M=(s/xes por), entonces 2€M. 3eM, 10M. 1leM 


Ejercicios: 
1 Escribirlas alirmaciones siguientes en notación de conjuntos: 
3) nopenenecea 4 Sol: xe4 
b)  deselementode E Sol: xeE 
2 SiA=(e/25-6=0)yb=3 ¿es b=4 7? 
Sol: A=(1/2:-6=0)=[3)=(0) = be4 y no b=4 
3- Sea M=(r,s1) Diga cuáles afirmaciones son correctas o incorrectas 
a rem Sol: — correcta, pues r pertenece a M 
b) ble mM Sol: — incorrecta pues r pertenece a M 


4-  Enunciar con palabras y luego escribir en torma tabulada: 


a) a=lux=4) 
Sol: — "4 es el conjunto de las x tales que ral cuadrado es igual a 4* 
4=(-22) 
DO Befs/a-287) 
Sol: — *B es el conjunto de las x tales que * menos 2 es igual a 7". 
a=6) 
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- — Escribirlos siguientes conjuntos en forma constructiva: 


a) El A queconsiste delas letras a,b.c,d ye 
Sol: — A=(x/xestá antes de la f en el alfabeto) o 
A=(x/xes unadelas primeras cinco letras del alfabeto) 


D) Ea=Less 
Sol:  Balrixesentero, par y posiivo) 
e) El conjunto D=(3) 
Sol: D=[x/x-2=1) 6 D=(x/2x=6) 
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2.2.1 CONJUNTO VACÍO 


remos “conjunto 


Admitiremos la existencia de un conjunto qu 
vacío” o “conjunto nulo" y lo representaremos por 


Ejemplo 1: SÍ A es el conjunto de personas mayores a 200 años, entonces A =0 
Ejemplo 2: si B=(/ ximpar|, entonces B=0 
Ejemplo 3: ¿Cuál de estas palabras'es distinta a las otras y por qué? : a) nulo, b) cero, 

e) vacio 

Sol: — a) y 0) se refieren a un conjunto sin elementos. La palabra * 

refiere a un número en particular, y por lo tanto es diferente 

Ejermplo 4: Entre los conjuntos que siguen, ¿cuáles son diferentes ?: y, (0) (e) 

Sol: — Cada uno os diferente de los otros: Wes el conjunto vacio, ¡OJes 


un conjunto que tiene un elemento, el cero, y (P)as un conjunto 
que tiene como elemento al conjunto vacio, 


Ejemplo 5: ¿Cuáles de estos conjuntos son vacios ?: z 
a (e/xes unaletda anteriora la a en elalfaberd 
») y 
o) d-  D=li/x+8=8) 


Sol.: aj es vacío pues esa letra no existe 
b) es vacio pues no hay ningún número que satistaga ambas 
ecuaciones 
€) es vacío pues ningún objeto os dterente a sí mismo. (En algunos 
textos (+/2 +) se usa para definir un conjunto vacio) 


9) D=(x/x+8=8)=(0) no es vacio. 
2.2.2 CONJUNTO UNITARIO 


Es aquel conjunto que posee un solo elemento de su género. 


Ejemplo 1: A=(x/xes el séptimo día de la semand 
Ejemplo 2: B= (Tierra) 


A A A A ns 
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2.23 CONJUNTO UNIVERSO 


Es aquel conjunto que está formado por la totalidad de elementos en estudio. Este conjunto 
se lo representará por la letra U 


Ejemplo 1: En los estudios sobre población humana el conjunto universo es el de todas 
las personas del mundo. 


Ejemplo 2: En A=(x/x€N, 3(x(10)=(4.5,67.89), el conjunto universo es el de los 
números naturales NY 


2.2.4 CONJUNTOS FINITOS E INFINITOS 


Un conjunto es finito si es posible contar todos sus elementos. Un conjunto es infinito cuando 
el proceso de contar sus elementos no termina, por no conocer su último elemento. 


Ejemplo 1 Si S es el conjunto de los días de la semana, entonces 5 es finito, 
Ejemplo 2. Si M=(2,468,....), entonces M es infinito. 


(+ /x es un rio de la Tierra ). entonces Q es finito 


Ejemplo 3: 


Ejercicio 1: ¿Cuáles conjuntos son finitos?: 


a) Los meses del año 
b) 7=(123—9,00) 
€) Las gentes que viven en la Tierra 
9) H=fElx.esmimero par positivo] 


e) £=(123—) 


Sol: — d) y e) soninfinitos 


2.2.5 CONJUNTOS DE CONJUNTOS 


Sucede a veces que los elementos de un conjunto son 3 su vez subeoniuntos: por ejemplo, el 
conjunto de todos los subconjuntos de 4, Para evitar decir “conjunto de conjuntos”, se suele 
decir “lamilia de conjuntos” o “clase de conjuntos”. En tales casos, y para evitar confusiones. 
se ullliza otro tipo de letras mayúsculas, por ejemplo A B. C. para designar familias o clases 
de conjuntos. 


Ejemplo 1 En Geometría es común hablar de "tamilias de rectas” o “tamiia de curvas" 
pues rectas y curvas ya son ellas mismas conjuntos de puntos, 


Ejemplo 2: El conjunto B+ ((23,4),(2).(5,6)) es una tamilla de conjuntos. Sus elementos 
son los conjuntos (23,4), (2), y (5.6) 


En teoría, es posible que un conjunto tenga entre sus elementos algunos que sean a su vez 
'sonjuntos y otres que no-lo sean, pera en las aplicaciones de la teoría de conjuntos este caso 
se presenta rara vez, 


Ejemplo 3: Sea 4=(2,(1,3)4, (5.6) . Entonces se tiene lo siguiente: 
26 4. ll3je 4, 46 4. (S.6)e 4. 164. 16 (13) 5e 4, Se/55) 
A. no es una tamilla de conjuntos pues algunos de sus elementos son 
conjuntos y otras no lo son. 
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2.2.5 CONJUNTO POTENCIA 


La familia de todos los subconjuntos de un conjunto 4 se llama conjunto potencia de A y se 
le designa por 2%» Conjumo potencia del conjumo A 


Ejomplor: — Sia=(ab5] > 2*=((ajbj(a.0J0). Existon 2* =4 clamantos 
Ejemplo 2: 3 => 2-08) 07,148.02) 8,0) 2-8 
d Ejercicio 1: , hallar todos los subconjuntos de E i 
Sol; Hay2%=2? =E subconjuntos: 8,0.(0),).(2)(0.).(03.02) 
Ejercicio 2: Si F=(0,(1,2)), hallar todos los subconjuntos de F 


Sol: — Hay2* =2* =4subconjuntos: F, 6, (0) /f. 


2.3 RELACIONES ENTRE CONJUNTOS 
2.3.1- SUBCONJUNTOS 
Si todo elemento de un conjunto A es también elemento de un conjunto A, entonces se 


dice que A es un subconjunto de 8 (oque A está contenido en B), y se escribe ACB 
Dicho de otra manera, A es un subconjunto de 8 si xe Aentoncesxe B 


ACES [10 A=x0 8] 


ACE selee: *A es un subconjunto de B” o “Aestá incluido en B" o "A es pare de 
B*0*A está contenido en 8” 0* E contiene 24” 

Ejemplo: — Sia=M3s)y8=(54321) => ACB ya que tod número 
(135) de A pertenece también a 8 

Ejemplo 2 dx /xes potenciapositiva entera de2) 

2.3,2- IGUALDAD DE CONJUNTOS 


Dos conjuntos A y 8 son iguales si tienen los mismos elementos, es decir, si cada 
elemento que pertenece 24 pertenece también a E, y si cada elemento que pertenece a B 
pertenece también a 4 


2,34) y B=B142) Entonces A=B pues cada uno de los 


Ejemplo 1 Sean A 
elementos 


de A pertenece a E, y cada uno de los elementos 34 
de E pertenece también a A 


Ejemplo 2 $5.76) Entonces C=D, osea (5,6,5,7)=(,5,7,6) 


Ejemplo 3: (12,21) Entonces E 


Con la anterior definición de subconjuntos se puete defínit de otra manera la Igualdad de 
conjuntos: "Dos conjuntos A y B son Iguales si y solamente si AC 8 y BA" 


A=B= (AC EIHMEC A) 
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2.3.3.- SUPERCONJUNTO 


Si A es un subconjunto de 8 (A< B), se puede escribir [E>.A] que se lee "Bes un 
superconjunto de A” 6 * B contiene a A”. 


Observación 1; El conjunto vacio d> se considera subconjunto de todo conjunto, 


Observación 2: Si A no es subconjunto de 8 (A B) entonces existe por lo 
menos un elemento de A que no es elemento de E. 


Observación 3: Todo conjunto es subconjunto de sí mismo. 
2.3.4 SUBCONJUNTO PROPIO 
Puesto que todo conjunto A es subconjunto de sí mismo, se dirá que 8 es un subconjunto 


propio de A si, en primer lugar, 8 es un subconjunto de A, y en segundo lugaf B no es 
iguala A 


E as un subconjunto propio de A es (PC A)y(BzA 


Ejemplo 1 Si B=(2,3) y A=2.34)= Bes subconjuno propio de A 
EJERCICIOS 
1= Si A=[x,y,2), ¿cuántos subconjuntos hay en A y cuáles son? 


Sol. Existen8=2? subconjuntos: — [x),49),(2),(x.»), 452].4 0 


2- Sean V=() w=(8,d) Xx =(2,b,c) Y =(.5), Z=(,5,d). Establecer la verdad o 
falsedad de las siguientes afirmaciones. 


a) rex Sol,; Verdad, pues todo elemento de Y es también elemento de X 
bvoWw Sol.: Falso, pues Y CW 

o) wz Sol: Como aeZ y agW =W=*Z es verdad, 

9) 23v Sol,; Verdad pues V cz 

e) Var Sol: Como deV y deY =VxY es verdad. 

pvcx Sol: Como deV y dex =WcX estalso 

g)Yax Sol: Como YX =YaX lso k 
h)x=W Sol: Como ae X y agW = X=W esfalso 

Wer Sol: Como ceW y ceY =WcY esfalso 


2.3.5.- COMPARABILIDAD DE CONJUNTOS 


Dos conjuntos A y B se dicen comparables si[ac A 64 BCA), esto es, si uno de los 
conjuntos es subconjunto del otro. En cambio, dos conjuntos A y B se dicen no 


comparables si [428 y BA] 
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Nótese que si A noes comparable con 8, entonces hay en A un elemento que no está en 
B, y hay también en B un elemento que no está en A 


Ejemplo: Sean A=(0) y B=fdc) 


Ejemploz: — Sean C=(0.b)y D= 


2.3.6.- 


Como ACB => AyB soncomparabla 


.6.d) 
Como Ca DyDaC=C yD no pueden compararse 


CONJUNTOS DISJUNTOS 


Si dosconjuntos A y 8 no tienen elementos comunes, es decir, si ningún elemento de A 
está en 8, y ningún elemento de B está en A, se dice que A y 8 son disjuntos 


Ejemplo 1: Si A" esel conjunto de los reales positivos, y A” el de los reales 


negativos, entonces R* y R” son disjuntos. 


Ejemplo SiA=[378) y 8=(2475). entonces A y 8 no son disjuntos pues 


ambos tienen un elemento común que es al número 7. 


DEBER No. 1 : DEFINICIONES 


1 


Escribir en forma de conjunto: 


a R es un superconjunto de T b)  xeselementode Y 
E] M no es subconjunto de $ 7 8) Elconjunto potencia de W 
e) 2 no pertenece a B B está incluido en F 

9) elconjunto vacio ») r pertenece a B 


Enunciar en palabras: 


[x/x habla español) 


2) A=hx/xviveen Quito) b) 


1x.es major de 21 añod ) — Cafzes francth 


e) C= 


2)). ¿Qué es verdadero? 


Sea el conjunto 4 =(1.(2)., 


a) lea b)2eA 
Dd Ejea 9Dílea 


Escribir en forma tabular: Y Me 


a) P=kx*-x-2=0) D) Q=(x/xesunalecra dela palabra calcula) 


.a=3=5] os 
€) T=(£1x esunacifra del número2324) 


(x/x es una voca!) 


Tabule los siguientes conjuntos (A =conjunto de los números reales, N = conjunto de 


los naturales); 


al A=keRix*-x=0) 
E) pa arde ar 
8) E= (re RI(x+3) =16) Dd FaleeR/x+4=65-5) 
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12, 


13, 


14 


15, 


16. 


17, 
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9) G=lxER/x+5=13/2 h) H=(xe R/x-1/2=12 - 
D=ke NI +sx+6=0) Ds=keri-e -2+20=0) E 
K) K= [xes primo, menor que 40 y mayor que 6) 

l) L=lxeR/x(x-1x+3)=0) Mm) Malxe R/x+2x-5=-3x +5) 


Si E=(L.0), decir, entre las afirmaciones siguientes cuáles son o no correctas: 
allez  bjoeE loe 006E e)0cE a 


Exprese los siguientes conjuntos en la torma (x/ P(x)) siendo el conjunto referencial 
el conjunto de los números enteros 2 


a) conjunto de los números pares 
b) conjunto de los números impares 

£) conjunto de los números enteros mayores que 4 
) conjunto de los números enteros múltiplos de 5 


Determinar cuáles de los siguientes conjuntos son iguales: «> .(0), (0), () Y 


Si B=(0,12) , hallar todos los subconjuntos de E 
Si F=(0,(.2)), hallar los subconjuntos de F 
Decir sí son correctas o incorrectas las siguientes afirmaciones: 


a) todo subconjunto de un conjunto finito es finito 
b) todo subconjunto de un conjunto infinito es infinito 


Entre las afirmaciones siguientes, ¿cuáles son correctas o incorrectas?: 
a) (1.4,3)= (341) b) (131232) (1,23) 0) (4Je (4) 0) hc (a) 


Decir ¿cuáles de los siguientes conjuntos son finitos o infinitos 2: 
2) E conjunto de las rectas paralelas al eje x 

b) Elconjunto de las letras del alfabeto 

e) El conjunto de números múltiplos de 5 

d) El conjunto de animales que vive en la Tierra 

e) El conjunto de las raíces de la ecuación >! + 421% 17,1! 24% +19=0 


Entre las afirmaciones siguientes dear ¿cuál es correcta y cuál es incorrecta ?. A es - 
un conjunto cualquiera no vacio. 


a)AEMT  b)Ac2, e) (aje2s 0) (Ajc2t7 r 
Sean los conjuntos A=(12.(,2)(3,4)) ,8=(1,2), C=(21) . D=Ba4) . E=((.2)) y 

((314)), G= (2) - ¿Cuáles de las afirmaciones son correctas?: , 
a) Bor b) Cea )9cA d)DCA ej BEA r 
Gee 9) FCA h) DEA ) GeE D) Fea 7 
K) gen peca 


Probar que si CO =A=0 


sas de las siguientes expresiones son verdaderas: a) Ped b)Pc O 
c) oe lo) pl 
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18. 


19. 


20. 


añ. 
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¿Cuáles de las siguientes expresiones son verdaderas ?: 
a) AEB y BEC => AeC b) AEB y BCC => AEC 
Cc) AEB y BC = ACC ACB y BCO m ACC 


¿Cuáles de las siguientes inclusiones son verdaderas?: 


a) (a,b) cla.b.c.d) 

D) [e] cla.b.c.d] 

c) (14))c10,b,c.d) 

d) la.(b)|cla,d.c.d! 


Si A es un conjunto de 8 elementos, ¿cuantos elementos tiene 2%? 


Determine 2% 


Si A=[12).(3:4),51. determine ¿cuáles de las siguientes exprosiones son verdaderas 
ofalsas?: 


2) (Yc2 b) Sea e) 34J62% d) vea e) 02 
hac2* 9) B4CA  h(25e2* D112),5)c 2 
D 113,4),(2)) A ki dE2* Disje A 


RESPUESTAS A LOS EJERCICIOS 


1 


so 


a) ROT b)xeY 0 Mes  d2 e) eb 
h BF. ge hn) reB 

a) A eselconjunto delos x tales que x vive en Quito 

b)  B eselconjunto delos x tales que x habla español 

E] C es el conjunto de los x tales que x es mayor de 21 años 

9) Deselconjunto delos x tales que + es ciudadano francés 


aJV b)F ejF d)V eV NY gV hF DE PF 


a) P=L12) b) 0=(c.0,L.u.r] c) M=[)=0 0d) S=(0,0,0.u) e) T=(234) 


2) 
U) 

KALI m) M= (5/3) 

2) incarecto bJincorrecio ” c)correcto — d)corecto — eJincorecto 
2) A=lseZiz=oninez)  b) B=(xeZ/x=20+1,n62) 


=(1eZ/x>-4) 9) D=(xeZ2/x=5.neZ) 


e) 


o-() 


8,0, (0).(1).(2) (0.14.40,2). 
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27 =F.0.(0),((1.2 

WM. ajcorecto — bjincorrecto 

12. ajcorecto — bjeorrecto  cjcorrecto  d)incorrecto 

13, ajinfinito b) finito e) infinito 4) finito e) finito 

14. Sia=fo)> 2*=(4.0.(0) (0) = 102 > (joo > 
ajcorrecto — bjincorecto  c)íncorrecto  d) correcto 

15 av b) V cv 9 F e) Y 
9) Y h) V DF DF k)F 

17 ajF b)v ojv 

18. 8)F b)V 0)JF dv 

19 aJVY b)V c)F d)F 

20 

21 


22 AD (234) 5.(12),13411.0041,9.1121,5) 


ajF 
ar 


b) Y o)F 9F e) y 
h) Y yF pv k) Y 
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2.44.1.- DIAGRAMAS DE VENN-EULER 


nv 
0N7 


pv 
DF 


Se logra ilustrar de manera sencilla e intuitiva las relaciones entre conjuntos mediante los 
amados Diagramas de Venn Euler, o de Venn simplemente, que representan un conjunto 
mediante una área plana, en general delimitada por un circulo o una-elipse, Generalmente al 
conjunto universo se representa por un rectángulo 


Ejemplo 1 


Ejemplo 2; 


Supóngase que A < 8. Entonces el Diagrama de Venn es el siguiente: 


8 


O) 


Si Ay8 no son comparables (42 By BA) pueden presentarse dos 
casos: a) que sean cisjuntos (o sea que no tienen elementos comunes), y b) 


que no sean disjuntos (o sea que tengan elementos comunes) 


8) conjuntos disjuntos b) conjuntos no disjuntos 
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Ejemplos: — Si A=f2.b.0.d)y B=(e.d.e. f) entonces el Diagrama de Venn es: 


A 8 


0 


Otra manera útil e instructiva para ilustrar las relaciones entre conjuntos es el empleo de los 
llamados Diagramas Lineales. 


2.4.2- DIAGRAMAS LINEALES 


Si AC B, entonces se escribe 8 más arriba que A, y se las conecta por un segmento: 


SIACB y B<C, entonces el Diagrama Lineal es el siguiente 


ACA y nec 


>—a—o 


Ejemplo 1 


Ejemplo2; Sean X=(s) Y=fe3) Zafene y Welwy0): El diagrama lineal 
de X,Y,Z,W es: 
*xEY Ycz z w 
Xoz row NY 
x cow Ñ 
x 
Ejemplo3: — Hacerun diagrama lineal de los conjuntos X =(2.0.c). Y'=(a0) Z=() 
Sol. 
zer 


Yox 
2ex 


Otra alternativa de solución es la siguiente: 
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x 


N 


Y 


K 


z 


pero ésta no es la solución óptima pues el segmento XZ es redundante ya 
que Zcl a Ycx =ZcxX 


Ejomplo4: Sean V=(] w=(.d] x=(b.c) Y=(0,b), Z=[a.b,d). Hacer un 
diagrama lineal de estos conjuntos. 


Sol. a , 
VoWw Ycz x 
Vez Yex OS dl 
EJERCICIOS: 
1= — Considérese las 5 afirmaciones siguientes. 


DASB YAZB 33A=B 4) AyB son disjuntos 5) A y Bnosoncomparabla 


¿Cuál afirmación describe mejor cada uno de lo siguientes Diagramas de Venn?- 


LO En 
¿00 :O- 


Sol: 2) Como A contiene a 3, le corresponde la afirmación 2) 
b) A y B noson comparables pues 4 2 B y Bz A. Le corresponde la 
afirmación 5) 
£) A y 8 son disjuntos pues mo tienen elementos comunes. Le 


corresponde la afirmación 4) 
4) A es subconjunto de E. Le corresponde la afirmación 1) 


Examinar el siguiente diagrama lineal de los conjuntos A,B,C.D. Escribir una 
afirmación que relacione cada par de conjuntos del diagrama. Debe haber seis 
afirmaciones. 

A 
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Sol: 1CcB 2DcB 3)BCA 4)CCA S)DCA. 6)CyD noson 
comparables pues no están unidos por una línea ascendente. 


3- Construir diagramas de Venn de los conjuntos A, B.C, D del problema anterior. 


Sol. 


La prinaipal diferencia es que los conjuntos C y D aparecen disjuntos en el primer 
diagrama, pero ambos tienen ol mismo diagrama linea! 


25.- OPERACIONES FUNDAMENTALES CON CONJUNTOS 


En Aritmética se suma, se resta y se multiplica números, es decir a cada par de números x.y 
sele asigna un número nuevo 


xey — llamado suma de xy (Operación de adición) 

xy llamado resta de x.y (Operación de diferencia) 

xy llamado producto de x.y (Operación de producto) 

En conjuntos se definirá las operaciones de unión, intersección, diferencia, complementación 
diferencia simátrica de conjuntos, es decir, una vez que se dispone de varios conjuntos, 


será imporiante obtener nuevos conjuntos a partir de ellos. Posteriormente se verá que 
estas operaciones entre conjuntos se comporian de manera un tanto semejante a las de las 
anteriores operaciones de numeros, 


25.1 UNIÓN (U) 


La unión de dos conjuntos AyB está formada por los elementos del conjunto A 


'elamentos del conjunto 8, Se la denota por [4UB=Íx/x8 A y x€ 8)] que se lee“ 


ye 


Gráficamente AU se representa por la parte sombreada de los 3 diagramas siguien! 
AUZ lo sombreado 


v - 
8 e 
Ejemplo: — Sean A=fañ.c,d) y 8=Íf.b.d,8). Entonces 

AU8= (a.0.c.d)U (70d. e) la.d.crd, 2). Su diagrama os 


Ejemplo 2: 


Ejemplo 3: 
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Sean R* el conjunto de los números reales positivos y R” el conjunto de los 


reales negativos. Entonces R”UR* consiste de todos los reales menos el 
coro. 


Sean A=(xe RIP +i+x=0) y B=leeR/x-Sx+4=0) 
Resolviendo las ecuaciones en el conjunto de los reales se tiene: 
2+0+x=0 => 1-0 . 
pr => 1-14 


Portanto A=[0) , B=(4) =AUB=(0)U(1,s)= (0.14) 


Observación 1 De la definición de unión de dos conjuntos se sigue que AUB y 


BUA son'el mismo conjunto: [4U8=5UA] (Ley Conmutativa) 


Observación 2: Ay B son ambos subconjuntos de AUB: 


Ejercicio 1 


Ejercicio 2: 


AC(AUB) y BC(4UB) 


(24,68) y C=(34,56). Hallar a) AUB, b) BUC. 
e) AUC. 0) AUA 


Sol. a) aUB=(234)JU (2468 
b) BUC=(2468)UÍ4,5,6) 
e) AUC=(1,2,3,4)U(3.4,5,6) = (1,2,3,4,5,6) 
a) AUA=(12,3,4)U(,2,3,4) 


AUA=A 


BuC aUC 


En el problema anterior. hallar a) AU(BUC) b) (AUBUC 
Sol: a) AU(BUC)=(1,23.4JU(3,4,5.6,5) =(1.2,3:4,5,6,8) 
») (AUBJUC=(1,23,4.68)Uf3,4,56)=(1234,5.6,8) 


Obsérvese que [4U(BUC)=(4UB)UC] (Loy Asociativa) 


El gráfico es 
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Ejercicio 3: Sean X =(Tomás, Ricardo, Enrique ), Y =[Tomás, Juan, Emilio ), 
Z= (Juan, Emilio, Eduardo) — Hallar a) XUY, 6) YUZ e) XUZ 


Sol; a)  XUY =([Tomás, Ricardo, Enrique, Juar, Emilio] 
Bb) YUZ=[Tomás, Juan, Emilio, Eduardo] 
e) XUZ=(Tomás,.Ricardo, Enrique, Juan, Emilio, Eduardo ] 


Ejercicio 4: — Sean Ay B dos conjuntos no comparables (AA y BZ A). Hacer el 
diagrama lineal de 4, B, AUD 


Sol.: slo 
AS Y PS 
A 


2.52.- INTERSECCIÓN((1) 


+ La intersección de dos conjuntos A y Bes el conjunto formado por los elementos que son 
comunes a A ya B, esto es, de aquellos elementos que pertenecen a A y que también 


pertenecen a B. Sela denota por [4M8=[s/x64 a 388] que se lee *A intersección 
=> 


Gráficamente Af] 8 se representa por la parte sombreada de los dibujos adjuntos: 


Dd: 00 0 


ana AÑE=0 


Ejemplo 1 Sean A=(0,b.c,d) y B=(f,0,d,g). Entonces 
ANB= fe.b.c.d)0(/,0.d.1)= (6,4). Su diagrama es: 


Observación 1 De la definición de la intersección de dos conjuntos se sigue que 
ANE y BÑA son el mismo conjunto: ANB=BMA (Ley 


Conmutativa) 


Cada uno de los conjuntos A y E contianon a AÑIB, o sea 
(ANBJSA y (AMBCB 


Observación 3: Si dos conjuntos no tienen elementos comunes, esto es, si son 
disjuntos, entonces Af)8=0 


Observación 4: Si B es subconjunto de A, => AB =B 
en n 
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Ejercicio 1: Sean  A=(1234),8=(24.68) y C=(345,6). Hallar 2) ANE, b) BNC, 
SANC. 0) AÑA 


Sol: a) ANB=(12,34)0 (2,4.68)= (2,4) 
b) BNC=(,468)0 6.4.5.6) = (4,6) 
e) ANC=(1234)063,4,5.6)= (3,4) 
3) AÑA=(12.:34I0(1,234)=(,2,3,4)=A [AÑA=A 


Los gráficos correspondientes son: 


Anc 


Ejercicio.2: Enelproblema anterior, hallar a) AM(BNC) — b) (AMUBNC 


Sol: a) AN(BNC)=(1.234I0(4,6)= (4) 
b) (ANENC=(24I0(34,5,6) = (1) 


Obsérvese que [AN(BNC)=(ANBNC] (Ley Asociativa) 
El gráfico es: 


A a 


eS 


Obsérvese que el número 4 representa la única área que es común a los tres 
conjuntos, 


Ejercicio 3: Sean Ay 8 dos conjuntos no comparables (AG B y BA). Hacer el 


diagrama lineal de A, 8, AMB 
Sol. 


AEÑ nn 
ps Nin 
2.5.3. DIFERENCIA (-) 


La diferencia de dos conjuntos 4 y 8 es el conjunto de los elementos que pertenecen a 4 
pero no a 8. Sela denota por =(x/x6 4 a x€ 8) que selee“A dilerencia B* 
Gráficamente A 2 se representa porla parte sombreada de los dibujos adjuntos: 


Q) > le) O [o 
A-B A-B=A A-B 
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a. 0e o 


B-A=B B-4=0 


Ejemplo: Sean A=(2.b.c.d) y B=[/.b.d, 6). Entonces 


+ A-B=lab.cid)-[1,0,8.5)=(6,c). Su diagrama es: 
An 

Observación 1: De la dalinición de la intersección de dos conjuntos se sigue que el 
A-B y B-A son conjuntos diferentes: [4-8 + £-A] y por tanto no 
gozan de la Ley Conmutativa. 

Observación 2: Elconjunto A contieneal A-B,osea: A-8CA 

Observación 3: Si dos conjuntos no tienen elementos comunes, esto es, si son 
disjuntos, entonces A=B=A 

Observación 4: A-A=D A-b=A 

Ejercicio 1: Sean A=(1234), B=(4.68) y C=(3456). Hallar a) 4-8, 0) B=C. 


)A=C, 0) A-A 


Sol. a) 
b) 445.8) -(3,45,0) 
) — A-C=(1,234)-(3456]=(12 
Y A-A=[L238)-(1234)=(J=0 AA 0] 


Los gráficos correspondientes son 


Ejercicio 2: Sean Ay 8 dos conjuntos no comparables (AZB y BA). Hacer ol 
diagrama lineal de A, 8, A-8 
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Sol.: . 


e 
ARE (A-B)CA | | 
BRA (B-4cB 


2.5.4. COMPLEMENTO (” ) 


El complemento de un conjunto A en el conjunto universo U es el conjunto de elementos 
que no pertenecen a A , es decir, la diferencia del conjunto universo U y dol A . Se denota 
por: 


U-A=[lxE UA 2 Aj= lxs A 


Eaniza 


Algunos autores utilizan también la siguiente notación: 


El gráfico correspondiente es. 


Ejemplo 


limeros pares, entonces 


Ejemplo27 Si U=N=números naturales, y E=(245, 
— E=(13,5,7)= números impares. 


Obsérvación1: La unión de cualquier conjunto A con su complemento 4” es el 
conjunto universo: AUA =U 
Observación2: La intersección de cualquier conjunto A con su complemento A” es 
el conjunto vació AÑA =0 Ñ 
Observación3: El complemento del conjunto universo es el conjunto vacio, y 
viceversa, el complemento del conjunto vacio es el conjunto universo, 
(a o M 
Observación 4; —— El complemento del complemento de un conjunto “A es el conjunto 
A. mismo: (A0ea 
Observación5: La diferencia de A y 8 es igual a la intersección dea y el = 
complemento de 8; — A-8B=AMB8" a 
Demostración: 


A-B=(x/xe Axe Dj=ls/xe A, xe BI=AN8 


Ejercicio 1: — Sean U =(1,2,....89) A=(1234) B=(24,68).-y.C =(34,5.6). Hallar el valor 
de + B1B%, 0) (AMCY dy (UB), O (AY, SB 01 


Ejercicio 2: 
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(,2,56,7,8,9) 
234.68)'= (5/19) 


4) (4UB) "(1 234JURA6S 
EA) '=(56789) 
£B-C) 


En el diagrama de Vann siguiente rayar: 


238, BD AUB), )iB=A)y, 
(48) 


Sol a) B"lo sombreado 


b) (AUB 


(6-4) 
DANA 


ON. 
04 
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De los gráficos b) y d) se observa que [(AUE)J=A 718] (Ley de Morgan) 


Ejercicio 3: Sean U=(a,b.c,d.e) A=(a,b,d) y B=(b.d,e). Hallar aJAUB, b)8N A, 
OB, dB ON. SATB, gAUB", HAN DIANB), )AUB) 


Sol 


aJAU B=(a,5,djU lb,d,e)= fa.b,d.e) 


2) BNA=(b.d.eMla,b,4)=(b,d) 


8 U-a) 


la,e.c, d,e)-(o,d.e)=(0.c) 


4)B-A=(b,d,e)-(a,6,d)=(e) 


e) A'=U-=A=l0.d.c,d,e)-(a,6,d]= (c.e) 


NA a= lena. (e 


sAUE=(05.JU la.) =(a.b,c.e] 


MANB “=(c,e)M fa,c)e (e) 


DAN BY llo,6,dIlb.d.e)l'= fp. e (6.4)'= a,c,e) 
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488) =[la,6,4]Ulb..e]]'=[(a.6,4.e]] 


=(a, 


bid '=(0) 


25.5.- DIFERENCIA SIMÉTRICA (4 ) 


Se define a la diferencia simétrica de dos conjuntos A y B como la unión de los conjuntos 


A-B y B-A 


Su gráfico es; 


Ejemplo 1 

468 = (123455) 
= (1,2JU (6) 

Ejemplo 2 
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AS Balxize(A- BU(B-A) 


(3,456) 


=h, 


5) 


Domos! 
Sol 
ABBR (A DB JU(IAS) 
A“A B=(ATUB"))UIETKA 
A AB=(AN8 JU(ENA: 
AAB=(BNANUIANE”) 
ATAR'=(B-A JU(A—8) 
NAB=(A-B)U(B-A 
A'AB"=AAB 


rar que A'AB AMI 


pues — XAY =(X-YIU(=X) 
pues  X-Y=XNY 

pues —(X=X 

Ley Conmutativa 

pues — XMY'RX-Y 

Ley Conmulativa 
pues (X-MUY 


2.5.5.- PROPIEDADES DE LAS OPERACIONES ENTRE CONJUNTOS 


Los conjuntos y sus operaciones gozan ue propiedades similares a las proposiciones y sus 


conectivos lógicos, y son las siguientes: 


1.= idempotencia 


2. Asocialiva 


3.- Conmutativa 


4. Distributiva 
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XUX=X , XNMX 


xULUZ=(UY)UZ 
XNENZ)=(xNPNZ 


XUY=YUX xNY=YMX 


xurnz UNnauz 7 
XNYUZ=(XNFPLUANZ) 
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5- Identidad XU9=X , XNO=0 
xuu . XNU=X 
6. Complemento XUX'=U , XNX (yx 
Ub, eu 
7.- Leyes de Morgan (XUN“=x Nr: (NY =X-Ur- 
8.- Leyes de Absorción XUANY)=X ANUN) =x 


Se utllizan las letras mayúsculas X,Y,Z para generalizar 


a cualquier conjunto. A 


continuación se hacen las demostraciones analíticas de estas propiedades: 


1. PROPIEDAD DE IDEMPOTENCIA 
a) XUX =(x/xe(XUX)) 

Kxe Xivíxe x)) 

=(x/(xe X)) 


Ixe (xNX0) 
Kxe X)a(ze X)) 
Nx x)) 


5) xnx 


XUX=X , XNX=X 
Definición de conjunto 
Definición de unión 
Propiedad de la disyunción 
Definición de conjunto 
Definición de conjunto 
Definición de intersección 
Propiedad de la conjunción 
Definición de conjunto, 


a) XUYUZ)=(XUF)UZ 


3 XNFNZD=ANNNZ 


a) XU(YUZ)= (x/x€ (Xx UY)U 2)) 
=(x/ xe (XUY)v(xe 2) 
=(x/(xe X)w (16 Y)v(xe 2)) 
llrs(Xv Vv(ze 2) 
x/xe (XUMU z) 
=(XUF)UZ 


Definición de conjunto 
Definición de unión 
Definición de unión 
Propiedad dela disyunción 
Definición de unión 
Definición de conjunto 


La pane 6) XN(YNZ)=(XNY)NZ se deja para el estudiante 


3- PROP IMUTATI 


a) XUY =(:/xe (XUN) 
=(x/(xe X) v(ze Y) 
=(x/(x€ Y víxe X)) 
=(x/xe (YUX)) 
=YUX 


La pane 


PROPIEDAD DISTRIBUTIVA 


a) XUNNZ)=(/x6 XUFNZ)) 


a) XUY=YUX 


a) XUNZ) 
b) XN(YUZ) 


b)XANY= 


nx 


Definición de conjunto 
Definición de unión 
pues pygegvp 
Definición de unión 
Definición de conjunto 


b) XNY =YNX se deja para el estudiante 


Xx UY)N(X UZ) 
XNPUANZ 


Definición de conjunto 
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Definición de us 
1 Definición de intersección 


=L:/e X)v xe (M2) n 
IS 


lle xovaenlals ovaez) pravre (proarvn 


[x/[xe (XUY)NX 
=(XUNN(X UZ) 


5 XNFUZ)=XNMUXNZ 


PROP E IDENTI! 


0) XUO=[1/xe (Xx UD) 
=(x/(xe X)v (xe 09) 

(x/(xe Xx) 

x 


xn exXu 


$ 


PROP IMPLEMENT 


a) XUX =(x/xe (XUX >) 
lefre X)viee Xo) 
=lx/xe (Xx v Xx") 
(x/xe (UN) 

-U 


du =U-U =D 


Las partes 5) XMX=0 (Xx) 


(x/xe (CUY) 
(exe X)n(xe Y) 
=(1/(xeX')n(xe Y") 


x/xe (XTY") 
=x NY 
Lapare 6) (XNYY=X "UY 
y ABSOR( 
2) XUANT)=ANUUXN Y) 
xXNuur 
xno) 


=X 


«un 
2d Definición de intersacción 


xijxe (Xx UY) ales 


a) (XUY=X"NY 


Definición de unión 


Definición de conjunto 


se deja para ol estudiante, 


ajXUO=xX  bxNO=0 
e) XUU=U d Xu 


Definición de conjunto 
Definición de intessocción 
Definición de conjunto vacio 
Definición de conjunto 


d) XMU=X" se deja para el estudiante 
axUX DXNX=ZO DXY=X 
dJU“=b e) d"=U 


Definición de conjunto 
Definición de unión 
Propiedad de la disyunción 
Propledad de la disyunción 
Definición de conjunto 


e) %=U se dejan para el estudiante 


B) (XNYY= 


Definición de conjunto 
Definición de complemento 
No pertenencia 

Definición de complemento 
Definición de intersección 
Definición de conjunto 


se deja para el estudiante. 


a) XUXNMEX E) XX 
pues XNU=X 
propiedad distributiva. 
pues UUY=U 
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La parte b) X N(X UY)=X se deja para el estudiante. 


2.5.7.- EJERCICIOS DE DEMOSTRACIONES 


1 


2- 


Me 


5 


Demostrar que A”-8"= 8-4 


AB AMB" pues X-Y=X My" 
pues (X9=X 
Ley Conmutativa 

pues XNY=X Y 


Demostrar que (4-B)UB=AUB 


(A-BUB=(ANB UB pues X-Y=XfY" 
BU(ANB) Ley Conmutativa 
=(BUANNBUB) Ley Distribuliva 
=(BUAJNW) pues XUX"=U 
=(BUA) pues XNU=X 
AUB Ley Conmutativa. 


Demostrar que (A- 8)0 8=w 


A-BNB= ANGINA pues X-Y=XMY" 
MANs) Ley Conmutativa 
Ley Asociativa 


=(BNEANA) 
na 


=D 
Demostrar que (AU£)-(AN8)=AAB =(4-BJU(B=A) 


(AUB)-(AN 8)=(AUBIN(ANB)" 
=(AUB)IMA UB) 
(AUBMATYAVNE] 
=lA'MAUB))U[A "NAUB)] Ley Conmutativa 
ANÑAJU(A aula mau" a)) Ley Distributiva 
= [Juana ulenaue)]) pues XMX= 


anajula na) pues DUX=X 
=[8naA"JulanB"] Ley Conmutativa 
=[8-AJU[A- 8) pues XNY=X-Y 
=(A-B)U(B-A)= AMB Ley Conmutativa 
Demostrar que A-B=A=(AM8) — (oloqueeslomismo, A-(AN18)=A-8) 
A-(ANB)=ANM(ANB) pues X-Y=X(Y" 
=AN(A UB” Ley de Morgan 
=(AÑA JUANA") Ley Distributiva 
=(9)U(ANB) pues XNX"=9 
=AMB* pues DUX=X 


=A-B pues XNY=X 
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Pruebe que AAB=% «= A=8 


AAB=(A-B)UIB=A) 


SiA=B => ABA=(A-AJU(A-A)=0U0=D 
7 Prebeque ABO=A 
ABO=(A=0)U(OA definición de A 
= (AMO JULNA”) pues X-Y=XNY 
=(ANUJULO) pues 0'=U, ONX= 
=(4JU0 pues XNU=X 
pues XUO 
8 Pruebeque M=(ANB)UIANB UA NBA NB 
M=ANBUIANE UA NBUIA Ne) Ley Asociativa 
[ancBUB DA N(BUB 5) Ley Distributiva 
=[anuJula nu] pues XUX 


=laJula”] =u 


Verificar que — (AUB)IN(CUD)=(AND)UBNCIUBNDIIANC) 


(AUB)INCCUD)=(aUBMCIUÍAUB)ND! Ley Distributiva 
=[cnaAUMJUIDN AU) Ley Conmutativa 
KenaJuren uion Un a Ley Distributiva 
(ANOIU(BNCIUAN DJU(BN D) Loy Conmuativa 


(AMDJU(BN CIU (BN DOJULANO) Loy Distributiva 


10. Verifique que (A- E)NC—D)=(ANCI-(BUD) 


(A-BINIC-D)=(ANBIN 
=(ANCINBND") Ley Asociativa 

pues X (MY =X-Y 

Ley de Morgan 


) pues 


1 


A Ley de Morgan 
uBUCc)JU Ley de Morgan 
AUA“JU(BUC) Ley Asociativa 
UJU(BUC) pues XUX 


pues UUX =U 


ATA 


12 Demuestre que [4"U(8 


A) TRA =(AnBU A) Ley de Morgan 
alna* Ley de Absorción 


pues XNXC=0 


“e 


13- Demuestre que T=AN(BACI=(ANMBIAMANC), o 
T=(ANB8)A(ANC)=AN(BAC) 


T=(ANBIAANC) 


ANC)-AN8)] 
=[anamane ulancinan 8] 
(AN ENA UCI JULANCINA US] 
[BRANA UC") ulentanca Usa y] 
BnÍanaurancoJulentana uan a”) 
-[eniwurancaJulenfey ana) 
lenianc Julentan 8) 
anne Julamicna) 
nfencruens 
Ni8=crUic—8)) 

nisac) 


DEBER No. 2: DEMOSTRACIONES 


Demostrar: 
1 A'UB=(A-B) 

2. (AUBJU(ANB Us 

3 (AUBIU(AN B')=B' 

4 [4UBJU8]N [éULAUE)]=(4'-8) 

5 AU(D=8)=[4'N(DUB)] 

6 (aUS)-(ANB)INka-8)UC]=(4-8)U[8 -(4UC)] 
7 [AUBNANOINE=(A-8)-C" 

Simplific: 

8 laUBU a Ina 'niaU 3] 

9 A'nÍB una) 

10. c'u[o"U (0 -c')] 

”m (CUBy-[an«B-c)] 

Demostrar 

12 [(448)-(8 04] 'ULAN 8) 'N(8-A) ]=0 


13, (BNOIV(BND)U(B'ND)UB'NC)=CUD 


ES 
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lo que es lo mismo: 


Dolinición de A 
x-F=XNY 
Ley de Morgan 
Ley Asociativa 
Ley Distributiva 

XNX=0 
DUX =X 

Ley Asociátiva 
Ley Distributiva 
XP =x Y 
Definición de 4 
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14 [la-anajulanana))= 


15. [an au UB nJulLBnA)' UBB 
16 

17, [AN B')-(AAB)MAUB')=ANB 

18. [aa 8)NAUAJUÍA MB)=AU8 

19. — [(448)<8'NAJULE-A')=A]=A'UB 
RESPUESTAS A LOS EJERCICIOS 

8. ana 9 B-A 
10. DUC 1 B'Úne 


25.8.- EJERCICIOS RESUELTOS DE OPERACIONES Y DIAGRAMAS DE VENN 


En el Diagrama de Venn que sigue, sombrear; a) A B) B c) 4" d) B" e) AUB , 
DANB gA-B hm B-A D(A-8) 


u 
A 5 
2A 
98 +.) AUS 1 408 
: CB 
A 6 A S | 
9) AB D) BA ) (48) 
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En el Diagrama de Venn que sigue, sombrear :a) AMB, B) ANC, <) BNC, 
dANMBNC —eXMAMBNCI, f)AUB, g)AUC. ñ)BUC, 1 AUBUC, 
DIAUBUC), K)A=B, DA-C, m)B-Cs nmB=4. 0)C-A, p)C=B, 
9 AC= BY rr (A=BIUIB=CIU(C=A), 5 MA-BIMC=B), HÍA-E)MN(C-B)] 


0) 
E 
d)AnBnc 
e 
r 
Mi Byc 
ey 
E 
(Ay DA-C 
( | | ey ey 
L E E Ber E 
m)B-C ma CA Pr C-8 
47 
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B 

D1c-8y UE OU Ac 1 [amic] 
3. En el Diagrama de Venn del problema anterior sombrear: 

a) A-(BUC) Bb) BNANC MAUC)'=B-(AUC) 

0) C-(AUN) a) la-(sUC]U[8-caUCHUIC- AU] 
| | a] 

E 
A-ByO) DENIA NC") ICAJB mn 


el Diagrama de Venn del problema 2 sombrear AM(BUC) 


Sol: Seraya A enunsentido y BUC en otro sentido. Entonces AÑ(BUC) es 
el ároa doblemente rayada: 


e n 5 
di 
= E 


ANIBYO) 


el Diagrama de Venn del problema 2 sombrear (AU BINAUC) 


Sol: Se raya AUB en un sentido y AUC en otro sentido. Entonces 
UC) es el área doblemente rayada: 


á 
(AUBINAUC) 
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En el Diagrama de Venn del problema 2 sombrear CM(AUB) 


Sol: Seraya C”enun sentido y AUB en otro sentido. Entonces C"N(AUB) es 


el área doblemente rayada; 


<N 


LIZA 
e SA 


2 $ 
0 <> 
SIR 
[RS 


Cm(AUB) 


* En el Diagrama de Venn del problema 2 sombrear (AUB)-(AUC) 


(AUB) 


(AUBAAJO 


En el Diagrama de Venn del problema 2 sombrear (AN) B")U(BNC) 


Sol: Como A(IB'=A-8, entonces (AN BJU(BNC)=(4- BJU(BNC) 
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AUIBACI=AU(B-CIUN 


En el Diagrama de Venn del 
(C-8)] 


(ANBIUENO) 


AU(BAC) 


10= 


Ma 
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En el Diagrama de Venn del problema 2 sombrear (AU B)A(AUC) 


Sol; (AUB)JA(AUC)=[(4U8)-(AUCIUNAUC)=(AUB)] 


YB A(ALO) 


AJB 


DEBER No. 3: OPERACIONES 


1 


Sea el conjunto universo U =(0,b.c.d.e, f.g) Y sean A=la.b,c.d,e], B=l0.c.6.8) Y 
C=(b,e,f,4)-Hallare) AUC . b) BÑA, 0) C-B,0)8",0) 4-8.) B'UC 
ACP, MENA (AB ANA 


Sean A=(4,68.0.12), 8=(357.9) Y C=147.5.1). Hi 
conjuntos y dibujar sus diagramas de Venn. 


, el valor de los siguientes 


2) AMB 5) AUB 
e) AU(BUC) a) Bnc 

e) (AUBJUC D AUB)NICUB) 
9) (ANCUB hn) A-C 

) (AUB)-C DC=B)-A 


K) (A=B)N(B=C) C-(AUB) 


En los siguientes Diagramas, rayar a) VW b) W' c) W=V a) V'UW e) V 
Dr-—we 


so 


TEORÍA DE CONJUNTOS 


: 


4. Hacer un Diagrama de Venn con tres conjuntos no vacios A.B,C de modo que 
tengan las siguientes caracteristicas: 


] 
7 | 


aJASB,CCB,ANC=0 — b)AcB,CoB,AMC=0 
e) ASC,A“C,BNC 
8) AS(BNC),BEC,CRB,ARC 


5.  Demostraranaliticamente: a) UNA b)AUA c)W' d)OUA eJArma 
pu” guua h) AUA DANA SNA 
6 Siendo A,B,C « 0 tres conjuntos pertenecientes al mismo universo U, dibuje un 


diagrama de Venn de los siguientes esquemas: 


83) ASB,BNC+0,ANC=0,CxB 

b) ANB=0,BNIC=0,AMNCR0 

e) BNC=4.(BUC)SA 

d) ANBNCRD,A7B,BZA,C o (AUB), (AUB) ZC 


% Represente con Diagramas de Venn los siguientes conjuntos: 


3) (AUB')NC  b)CHA'UC)  efBnAUc)" a) [AU(BNCI-A" 
e)cafB-c)UA  Nn[enBUuciulaUe-a)] 9) A'M(B'UC) 


| x] 


RESPUESTAS A LOS EJERCICIOS 


Lo 0vU bla iba 1 Dbdefg 
9) befg) had Dibd fa pu 

2 aJAMB=0 b) AUB =(3,4.5,6,7,8,91012) 
<) AU(BUC)=(3,4,5.6,78,9,10,11,12) 4) BNC=(5,7 
€) (AUB)UC = (3,4,5,6,78,9,10,11,12) 1 (AUB)N(CUB)=(3,4,5,79) 
9) (ANC)UB =(3,4,5,7,9) h) A=C = (68,012) 
|) (AUB)-C=(3,68,9,10,12) J) (C-8)-A=(11) 


K) (A-B)M(B=C; 1) C-(AUB)=418 
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ES 


b) AUB=B4,5,6,7,891012 


B4..1112) 


e) AU(BUC 


: 
(0 
Pe 


) (C-8)-A=01 k) (A-8)1(B-C)=0 
3- 
Diagrama 1 
T 1 
| A 
v w y w v w 
a) VAW 2) W e) W-Y 
we v w y w 
J 
S)v Uw e) vnw* 
Diagrama 2: 
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a) VW we 
e) UW e) v nw: 
dh 
OJO) Oo (; 
s Co) a 
a) b) e) 0) 
5 
8) — UNA=[x/xeU yxeA)=[x/x6A)=A 
b) — AUA=(x/xeAoxeAj=(xeAj=A 
)  W=U-O=(x/xcU,xE0)=(x/xeU]=U 
d) — VUA=(x/xeb ox Aj=(xe AJ=A 
e) AMA=(x/xENyxe A =[x/xe AyxeAJ=0 
» W=U-U=0 
9) UUA=(x/xeUoxeA=(x/xcU)=U 
h) AU A=(x/xeNoxeA)=(x/xe Aoxe A)=(xeU) =U 
» AÑAS(x/xe Ayxe AJ=(xcA)=A 
» ONA=(X/xEO y xe A)=(xe0)=0 
6 
2) ») 
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Gráfico 1 Gráfico 2 


| 
é 


a) Bunc 


b) CHA'UC") 


e) [Bn(AUC)" 


0; 


a) AUENCI-A 


e) ca((B-c)UA] 
Sn —<—— 
ICAO 
A a 
nien 1 
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9) A MiBrUC) 


APLICACIONES 


Determinar el valor de los conjuntos 4y8 si U=(123...E9.0), 4M8= 
4-8=(13). B-4=(48). 4UE=(1.23.4.578) 


023.....9,10.11,12 
B=(4UC) 


el valor de los conjuntos 
(6). AmB=[68).  Amc=(89) 


si U=(234, 
ANBIIENC) 


Determine los valores de 
B=ca 


ALBUC) 


TEORÍA DE CONJUNTOS 


ANI NC)" ss) 
BAJO 


Por lo tanto, 28.9) 


4 De 40 estudiantes entrevistados, 15 leen revistas A y E, 27 leen la revista 8, 3 leon 
únicamente la revista A . Con esta información, determinar: 


a) Cuántos estudiantes no leen ninguna de las dos revistas 

Bb) Cuántos estudiantes leen le revista A 

e) Cuántos estudiantes leen Únicamente la revista 2 

9) Cuántos estudiantes leen Únicamente una sola de estas revistas. 


Sol; El conjunto universo consta de 40 elementos, y sean Ay 8 los conjuntos 


formados por los que leen las revistas A y A respectivamente! 
(s9 
AE 


A continuación consideramos 


información proporcionada: 


(25) 
1) 15 leon Ay 8 
E 
(13) 
2) 27 leon la revista 8 | 
a J 


UA 


ES 
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3) 3 leen únicamente la revista A: bs 
A a 
Porlotanto: 2) 1Oestudiantes no leen revista alguna (AU 8) 
b)  3+15=18 estudiantes leen la revista A (A) 
9) 12estudiaros loen únicamente la revista B (2=A) 
d)  3+12=15 leon únicamente una sola de las revistas. (AA) 
5-  Enun colegio de 100 alumnos al realizarse una encuesta se obtuvo los siguientes 


datos: 24 alumnos seguian el idioma inglés, 31 francés, 29 alemán, 11 inglés y 

francés, 4 inglés y alemán. 5 francés y alemán, 3 inglés, francés y alemán. 

8) ¿Cuántos alumnos no recibian idioma alguno? 

Bb) 'Cuántos alumnos recibían Inglés como único idiom: 

Sol.: El conjunto universo es de 100 alumnos. 
Sean A.F./ los conjuntos formados por 
los estudiantes que siguen alemán, 
francés 6 inglés respectivamente: 


La información proporcionada es la siguiente: 


| 
| 
[Y 


a) 3 estudiar 


b) 5 estudiantes siguen francés y alemán 


€) 4 estudiantes siguen inglés y alemán | 


¡artes siguen alemán 


1) 31 estudiantes siguen francés 


g) 24 estudiantes siguen inglés 
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Por tanto: a) 33alumnos no recibian idioma alguno 


b) 12 alumnos recibían inglés como único idioma 


DEBER No. 4: APLICACIO NES 


1 


30 alumnos están inscritos en una, a! menos, de dos asignaturas: Matemáticas y 
Fisica. El número de inscritos en las dos asignaturas es 7, y Física tiene 12 alumnos, 
Determinar a) ¿Cuántos alumnos están inscritos en Matemáticas? b) ¿Cuántos 
alumnos están inscritos sólo en Matemáticas?, y c) Cuántos alumnos están inscritos 
sólo on Física? 


La siguiente información se refiere a un grupo de 200 estudiantes: todos los hombres 
tienen más de 15 años de edad. Hay 100 mujeres en el grupo. Hay 150 estudiantes 
de más de 15 años. Hay SD,mujeres rubias, Hay 40 estudiantes rubios de más de 15 
años. Hay 30 mujeres tubias:cón más de 15 años a) ¿Cuántos-estudiantes rubios 
hay? b) ¿Cuántas mujeres no rubias tienen más de quince años? c) ¿Cuántos 
estudiantes no rubios lenan menos de 15 años de edad? d) ¿Cuántos hombres 
rublos existen ? e) ¿Cuántos estudiantes tienen monos de 15 años? 


La siguiente información se refiere a un grupo de 100 estudiantes. Todos los 
hombres tienen más de 20 años de edad. Hay 50 mujeres en el gupo. Hay 60 
estudiantes de más de 20 años de edad. Hay 25 mujeres casadas. Hay 15 
estudiantes casados con más de 20 años de edad. Hay 10 mujeres casadas con más 
de 20 años de edad. Marque un diagrama de Venn adecuado, tan completo como 
sea posible, y conteste las siguientes preguntas: a) ¿Cuántos estudiantes casados 
existen?; b) ¿Cuántas de las mujeres solteras tienen más de 20 años de edad?; c) 
¿Cuántos de los solteros tienen menos de 20 años de edad”; d) ¿Cuántos hombres 
casados hay?; e) ¿Cuántos estudiantes hay de menos de 20 años? 


Una fábrica produce 100 artículos por hora, de los cuales pasan el control de calidad 
60. Las fallas en el resto fueron lallas de tipo A, B, C, y se ropartieron del modo 
siguiente: 8 anículos con fallas de tipo A y del tipo B; 12 artículos con sólo fallas de 
1ípo A; 3 artículos con fallas de los tres tipos; 5 artículos con fallas de tipo A y C. y 2 
asículos con sólo fallas de tipo C y tipo B. El número de artículos que tuvieron una 
sola talla de tipo Co de tipo B fue el mismo. a) ¿Cuántos anículos tuvieron fallas de 
típo B?; b) ¿Cuántos anículos tuvieron una sola talla? 


En una encuesta cultural entre 40 personas, 27 eran hombres y 20 eran guitarristas, 
De estos últimos 8 eran cantantes. 6 de las mujeres no eran gultarristas y 22 de los 
hombres no eran cantantes. Determine ¿cuántas mujeres eran guitarristas pero no 
cantantes? 


En una clase de 50 alumnos, hay 30 hinchas de Liga y 25 del Aucas. Además, 21 
son hinchas de ambos equipos, ¿Cuántos no son hinchas de ninguno de estos dos 
equipos? 


a] 


10. 


12 


13 


18, 


> 17. 
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Una persona en las mañanas del mes de enero desayuna jugo y/o café. Si durante 
25 mañanas desayuna jugo y 18 mañanas desayuna calé, ¿Cuántas mañanas 


desayuna jugo con café? . 


En un salón de 100 alumnos se observa que 40 son mujeres, 73 estudian Geografía, 
y 12 son mujeres que no estudian Geografía. ¿Cuantos hombres no estudian 
Geografía? 


En una oficina, 20 empleados conversan en voz baja, para no despertar a 10 que 
duermen. Otros 18 están sentados, 3 de ellos duermen y 5 conversan en voz baja. Sí 
en total hay 50 empleados, ¿cuántos están trabajando? 


Do 150 soldados que participaron en una batalla, 80 perdioron un ojo, 70 ún brazo y 
50 una pierna; 20 perdieron un ojo y un brazo; 25 perdieron un ojo y una pierna; 30 
perderon un brazo y una piema, y 10 perdieron un ojo, un brazo y una pierna, 
¿Cuántos escaparon llesos? 


En una encuesta de n azafatas se determinó que 46 leon Irancés, 35 alemán, 27 
español, 18 leen francés y alemán, 8 leon francés y español. 10 leen español y 
alemán, 3 leen los tres idiomas. ¿Cuál os ol valor de n? 


De 100 personas que leen por lo menos 2 de 3 revistas A,B y C, se observa que 40 
leen las revistas A y 8, 50 leen E y C, y 80 leen A y C. ¿Cuántas personas leen por lo 
menos las 3 revistas? 


De un grupo de turistas, 31 visitaron Cañar, 29 visitaron Tulcán, 34 visitaron Cuenca, 
38 sólo y nada más que un lugar, y 22 exactamento 2 lugares. ¿Cuántos visitaron los 
tres lugares y cuántos eran en total? 


De un grupo de 55 personas, 25 hablan Inglás, 32 Francés, 33 Alemán y 5 los tres 
idiomas. 'Cuántas personas haolan sólo 2 Idiomas? 


En un evento internacional el 60% de los paricipantes habla Inglés, y el 25% 
Castellano. Si el 20% de los que hablan Inglés hablan también Castellano, y son 
1200 los que hablan sólo Inglés, ¿cuántos no hablan ni Inglés ni Castellano? 


En un salón hay 72 alumnos que se preparan para postularse a la UC y a la ESPE. 

La cantidad de postulantes a la UC es el quintuplo de quienes sólo postulan a la 
ESPE. La cantidad de los que exclusivamente postulan a la UC es el riple de los que 
postulan a la UC y la ESPE. ¿Cuántos de los postulantes se presentaron solamente 
a una universidad? 


En una encuesta entre n personas se encuentra que el 70% fuma Marlboro, el 50% 
fuma Lark y 100 personas las dos marcas. ¿En cuántas personas se hizo la encuesta 
si se sabe que todas las personas fuman por lo menos una de estas marcas? 


RESPUESTAS A LOS EJERCICIOS 


1 
3 


a)25 5 5 2: 8Js0 b)20 c)30 d)o eso 
8)30 b)O C)25 ó)5 ej40 4 eji8 b)28 

4 = 6-16 

12 B- 15 

10 10. 15 

74 7 

4,54 de 2 

675 T6-. 57 


500 
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Conúito 


EL SISTEMA NUMÉRICO | 


3.1. INTRODUCCIÓN: 


La humanidad, en su desarrollo histórico, ha creado diferentes formas de nombrar o denotar 
alos números. El conjunto de estos números, así como sus simbolos y reglas que permiten 
combinarlos, recibe el nombre de sistema de numeración. 


Ejemplo 1: — Elsistema Sexagosimal 
Ejemplo 2: — Elsistema de los Números Digitos 
Ejemplo 3: — El sistema Métrico 

Ejemplo 4: — Elsistema de los Números Naturales, 


3.2. EL SISTEMA DELOS NÚMEROS NATURALES 


La noción de número natural es una consecuencia primitiva de la necosidad de nuestros 
ancestros de contar sus rebaños, armas o miembros de su tribu, Nace entonces el conjunto 
de los números naturales definido por N 45.6,7.8,....), y luego se determinan ciertas 
operaciones con estos números, lo que permite hablar del Sistema de los Números 
Naturales, 


32,1 AXIOMAS DE PEANO 


Los Axiomas de Peano son ciertas consideraciones elementales que se realizan sobre" el 
conjunto de los números naturales y sus operaciones. y sonlos siguientes. 


Axioma: — “Elnúmero uno es el primer elemento del conjunto de números naturales. 


Axloma2: Todo número natural » tiene asociado en forma única el número 1 


llamado el suceso: de 
Axioma3: — El número uno no es sucesor de ningún oro número; el número uno da 
origen al conjunto de Números Naturales. 


les entonces también los 


Axiomad: — Si dos números naturales tienen sucesores igus 
números son iguales 


32.2 PROPIEDADES DE LOS NÚMEROS NATURALES 


Si aeN. beN, ceN, podemos enunciar las siguientes pro piedades: 


CIERRE: El conjunto de números nalurales es cerrado respecto a las 
operaciones de adición y multiplicación. Esto significa que la suma y 


producto de dos números naturales es otro natural 
Sí as N, bEN, => (a+beN . abeN 
Ejemplo: (2eN)+(4e N)=(6EN) — (3ENXSEN)=(S€ N) 
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Obsérvese que el conjunto de los números naturales no siempre es cerrado respecto a las 
operaciones de resta, división y radicación. En efecto: 


em-aemecaen) LEMA ZEN], en 
sent") 
b) CONMUTATIVA: Las operaciones de adición y multiplicación son 


'conmutativas en el conjunto de los números naturales. 


Si_aEN, bEN, + a, ab=ba] 


Ejemplo 2: 3+6=6% 


En matemáticas se dice que "el orden de los factores no altera el producto”, para 
relerrse a la propiedad conmutativa de la multiplicación 


€)  ASOCIATIVA: Las operaciones de adición y multiplicación son asociativas 
en el conjunto de los números naturales. 


SP aeN, beN.c albc) =(abje 


211495) = (45) = 30 


Ejemplo 3: 3 


9) DISTRIBUTIVA: La operación de multiplicación es distributiva respecto a la 
adición en el conjunto de los números naturales. 


aeN, DEN, CEN = abrc=ab=ac 
Alber > ras 


)=16 


Ejemplo 4; 


El 1 es una identidad multiplicativa ya que 


Ejemplo: 9(1)=1(3) 


3.21 DEFINICION DE LA SUSTRACCION EN EL CONJUNTO DE LOS NATURALES 


La diferencia de los Números Naturales (a — 6) si existe se define como un número c que 
sumado al número 6 reproduce al número a: 


Vab,ce 


Ejemplo 1: Sea a 


32.2 — DEFINICION DE LA DIVISION 


La división de dos números naturales. [2|_si existe se define como el número e que 
( 


multiplicado por el número b reproduce el número a. 


VabceN = ed *S be=a , be0 
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Ejomplo 1: Séa 


3.3. CONJUNTO DE LOS NÚMEROS ENTEROS POSITIVOS Y EL CERO ( 2” (0)) 


Al conjunto de los números naturales N también se lo conoce como el conjunto de los 


Cuando al conjunto de los números naturales se añado el número cero (0), entonces se 
obtiene un nuevo conjunto Z*U(O)=(P1234:5678uw...=) que goza de las mismas 


propiedades del conjunto de los números naturales, y adomás de lassiguientes 


a) — IDENTIDAD ADITIVA: El Cero es una ¡ventidad aditiva ya que 


Ejemplo: 2+0=0+2=2 


b) MULTIPLICACIÓN POR CERO: Un elemento positivo cualquiera, multiplicado por la 
Identidad aditiva, reproduce el elemento cero. 


a(0)=0a) =0) Ejemplo 


vas z UNO) 


6) DIVISIÓN POR CERO: La división por cero no está definida 


lo: Á no está definido 


mite se acerca 


números (el segundo aproximándose a cero ) y observar que es! un 


número extremadamente grande denominado infinito (+) 


y=ol 


Para el efecto, supongamos que a =5 y que la variable y se acerca a cero, 


si 


Fácilmente se observa que conforme el denominador se acerca a cero el numerador tiende a 


infinito. 


La división puede ser implícita o explícita. 
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DIVISIÓN EXPLICITA: se produce al dividir dos enteros positivos perfectamente 
identilicados: 


Ejemplo: sí 2,5.108 2* =+ l2=5 es una división explicita 


DIVISIÓN IMPLÍCITA: Se produce al dividir un entero positivo para una cantidad 
que contenga una variable desconocida: 


Ejemplo: si 2,10€ Z* == 1 es una división implicita 
7-2 


3.4. CONJUNTO DE LOS NÚMEROS ENTEROS (2) 


Históricamente a partir de los números naturales se llega a construir los números enteros 
cuyo simbolo es (2 ). Supongamos que queremos resolver la siguiente ecuación: 


Es evidente que la ecuación no tiene solución en el conjunto de números Naturales, pues 
esta ecuación se satistace únicamente cuando :=- 2 y como sabemos, el número -2 no 
pertenece a los números Naturales; entonces resulta necesario introducir un nuevo sistema 
de números en donde esta ecuación tenga solución. 


Este es el sistema de los Números Enteros que es el conjunto formado por los enteros 
positivos (naturales), el cero y los enteros negativos. 


Ublun, 


3.4.1. PROPIEDADES DE LOS NÚMEROS ENTEROS 


Obsérvese que Z=Z" UfoJUZ* 


Este conjunto goza de las mismas propiedades «el conjunto de los números enteros 
positivos, añadiendo las siguientes: 


a) DISTRIBUTIVA: La multiplicación es distributiva respecto a la adición y sustracción 


VabceZ, = alb=c)=ab+ar] 


Ejemplo: 2(5+3)=2(5)+2(3)=10+5=16 25-25 213)210 604 


b) NEGATIVOS: Todo entero a tiene asociado en forma única al número - a, 
denominado su negativo tal que su suma reproduce el número cero es decir, la 
identicad aditiva. 


VaeZ = a+íza)=0] Ejemplo ; 2+(- 


3.5. CONJUNTO DE LOS NÚMEROS RACIONALES (0) 


3.5.1 NÚMEROS FRACCIONARIOS 
Los números fraccionarios fueron introducidos con el propósito de medir o representar 


numéricamente las cantidades de magnitudes continuas tales como longitudes, áreas, 
Volúmenes, peso, tiempo, entre otras. 
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Estos números en los que el dividendo no es miltiplo del divisor se llaman números 
Iraccionarios y por lo tanto no forman parte de los números enteros. 


11 
Ejemplo: q 
did 73 


Obsérvese que todo entero es un número fraccionario exacto, por lo que a los otros se los 
denomina números Iraccionarios puros. 


3.5.2 CONJUNTO DE LOS NÚMEROS RACIONALES 


Los Números Enteros y los Números Fraccionarios puros constituyen el conjunto de los 
números racionales, 


Los números racionales representan fracciones comunes, esto es, al transiormarie en 
fracciones decimales se obtienen fracciones exactas o periódicas. 


3.5.3 NÚMERO RACIONAL: So lo define como la razón o el cocionte de los números 
enteros distintos de cero. 


Obsérvese que NEZCQ 


o L aeZ.beZ,be0 | 
Ejemplo 4 2 “o 
Ejemplo 2 ¿ “0 
Ejemplo 3 z 


Obsérvese que todo entero es un número racional, y por tanto Z es un subconjunto de Q. 


Los números racionales son cerrados no sólo respecto a las operaciones de adición 
multiplicación y sustracción, sino también respecto de la división (excepto por cero). Es decir, 
que la suma, producto, diferencia y cociente (excepto por cero) de dos números racionales 
es nuevamente un número racional 


354 FraccióncemenaTAiz (2): Esolquetrado común ireducilo (queno o 


puede simplificar) que ha dado origen a la fracción decimal 


Ejemplo 1: sia=leZyb=3ez, > ni 
5 


3.5.5. TRANSFORMACIÓN DE DECIMALES A FRACCIONES COMUNES 


a) TRANSFORMACIÓN DE DECIMALES NO PERIÓDICOS A FRACCIONES 
COMUNES 


REGLA: La fracción generatriz se obtiene poniendo en el numerador la parte decimal 


y como denominador la. unidad seguida de tantos ceros como cifras tenga la 
parte decimal; luego se simplifica. 


Ejemplo 1 si 


Ejemplo 2 si n»0356€ Q 
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b) TRANSFORMACIÓN DE DECIMALES PERIÓDICOS PUROS A FRACCIONES 
COMUNES 2 


REGLA: Toda expresión periódica pura, de parte entera nula y de periodo distinto de 
nueve, proviene de una expresión ordinaria cuyo numerador es el período y 
cuyo denominador tiene tantos nueves como cifras tenga el periodo. 


Ejemplo 1 E nOmEO. nO O 

Ejemplo2: si noM181.. 60. nos Ze o 
sm 

Ejemplo3: 5 20. = 1=230%. 


e) TRANSFORMACIÓN DE DECIMALES PERDDICOS MIXTOS A FRACCIONES 
COMUNES 


REGLA: Toda oxpresión decimal periódica mixa, (el período no comienza en las 
décimas), con parte entera nula y periodo distinto de nueve, proviene de una 
tracción que tiene por numerador la parte no periódica, seguida del periodo 
menos la parte no periódica, y por denominador tantos nueves como diras 
tenga el periodo, seguido de tantos ceros como cifras tenga la parte no 


penódica, 
Ejemplo 1 Si n=00$ eo 
Ejemplo 2: 5 = nrupsss 


3.5.6. PROPIEDADES DELOS NÚMEROS RACIONALES 


El conjunto de los números racionales goza de las mismas propiedades enunciadas para los 
enteros, debiendo añadirse la siguiente. 


RECIPROCIDAD; Todo nómero racional a. ene asociado un número únipo racional (| 


reproduce la unidad mulíplicativa, con 


denominado su recíproco, tal que su produ 
excepción del cero lógicamente. 


EjOmplo Y: Si 02 mo reiproco 


Ejemplo 2: 


2 


3.5.7. OPERACIONES CON NÚMEROS RACIONALES 


En el conjunto de los números racionales podemos realizar las siguientes operaciones 


SUMA 
RESTA 
MULTIPLICACIÓN 
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+ DIVISIÓN 
+» POTENCIACIÓN 
+» RADICACIÓN 


Si al realizar una división obtenemos por ejemplo el valor de 1= — =3,14159265358 


slo 


este NO es un número racional sino irracional, 


Igualmente si queremos obtener por ejemplo /7 =1, 414213562... este NO es un número 


racional sino irracional 
3.6. CONJUNTO DE LOS NÚMEROS IRRACIONALES (Q') 


éticos, o 


Existen ciertos números que se originan en la resolución de ciertos problemas arít 
también cuando resolvemos problemas geométricas llamados inconmensurables. 


Ejemplo 1: — Cuando queremos delerminar la diagonal de un cuadrado 
Cuando queremos determinar el valor de p 
Cuando queremos resolver la ecuación * = 2 


Estos son los Números Irracionales definidos como aquellos reales no racionales que no 
pueden expresarse exactamente con números enteros ni fraccionarios; se los representa 
mediante infíntas cifras decimales no periódicas. Ejemplo:VZ, 5.45... 


3.6.1. ORIGEN DE LOS NÚMEROS IRRACIONALES 
a) PROBLEMAS ARITMÉTICOS 


LOGARITMACIÓN: 


Cuando el número no es potencia pertecta de la base del sistema. 


- 000 


Ejomplo 1: Log 2 = 0301030. 


Ejemploz: — tim(1+x)" jase delos logaritmos neperianos 


RADICACIÓN : Cuando la cantidad subradical no es potencia perfecta del Índice de la raíz. 


Ejemplo 1 


b) PROBLEMAS GEOMÉTRICOS 


Se originan cuando se trata de medir una cantidad por medio de otra que se toma como 
unidad de medida. Es decir, cuando la cantidad que se quiere medir es inconmensurable, O 
lo que es lo mismo, no le contiene un número exacto de veces a la unidad de medida. 


Ejemplo 1: Cuando se trata de determinar perímetros de circunterencias o áreas de 
clroulos: 


Circunferencia: 
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Ejemplo 2: — Cuando se trata de determinar diagonales de cuadrados: 


12 + L* (Teorema de Pitágoras ) 
Ñ D=21 

D=Y2 2 

D=yY2L JE 


37. CONJUNTO DELOS NÚMEROSPRIMOS (P ) 
Son los naturales P, excluido el 1, que sólo son divisibles por 1 y por sí mismo: 


P(235 Obsémeso que PEN 


38. CONJUNTO DE LOS NÚMEROS REALES (R) 


El conjunto de los números reales se origina de la unión del conjunto de los números 
racionales y del conjunto de los números irracionales, 


A=0U2] Obsérvese que NEZ* TZCOCR R=QUO" 


3.8.1 OPERACIONES CON NÚMEROS REALES 


Con el conjunto de los números reales pueden realizarse las siguientes operaciones: 
a) SUMA 
b) RESTA S 
e) MULTIPLICACIÓN 
y) DIVISIÓN 
e) POTENCIACIÓN 
Y RADICACIÓN 
Las operaciones fundamentales son las de suma y la multiplicación: todas las demás 
operaciones pueden definirse fácilmente en términos de la suma y la multiplicación, 


3.8.2. PROPIEDADES DE LOS NÚMEROS REALES 


Una de las propledades más imporiantes de los números reales es la de poderlos 
representar por puntos de una línea recta. Como en la figura-siguiente, se elige un punto 
llamado origen para representar al numero cero (0), y otro punto, por lo común a la derecha, 
para representar el número uno (1). Resulta así de una manera natural une correspondencia 
entre los puntos de la recta y los números reales, es decir que cada punto represente un 
húmero real único y cada múmero real viene representado por un punto único, A esta recta 


se la llamará la Recta Real. 


2 


Los reales a la izquierda del cero son los reales negativos (R”). Los reales a la derecha del 
ero son los reales positivos (R”). El número cero en sí no es positivo ni negativo. Se 


cumple entonces que R=R” UIOJUA" 
Junto con el conjunto de los números reales admitiremos la existencia de dos operaciones 


básicas, llamadas suma y producto, tales que para cada par de números xeR ye A 
entonces (1+y)eR a aye R 
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os 
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Se tiene entonces que para estas dos operaciones suma y producto, los números reales 
satisfacen los siguientes Axiomas (verdades evidentes por sí mismas): 
A- AXIOMAS DE IGUALDAD 
1. CARÁCTER IDÉNTICO: E Ejemplo 1: 5 = 5 


CARÁCTER RECÍPROCO: —[xyeR = 3 


Ejomplo2: — Si3=3 entonces 3 = 3 


3-  LEYTRANSITIVA: — [5 


Ejemplo 3: Si5=5 y 


LEY CONMUTATIVA: 


5- LEY ASOCIATIVA: 


Ejemplo 5: 


-  LEYMODULATIVA: — Existe un número y sólo uno denominado el cero ( 0 ) tal que 
para todo xe £ se tiene que x+0=0+s=.x. Dicho de otra forma: 


ERIAVIE RG 0=0+x=x)] Ejemplo6: 3+0=0+3-3 


El cero recibe el nombre de elemento aditivo o módulo de la suma. 


LEY DEL OPUESTO: Para todo :eR. existe otro número real. que lo 
denotaremos por —x tal que +» (-x)=0. Dicho de otra forma: 


MANE Ejemplo 7: 3+(-3)=0 


PROP 1 1 


LEY CONMUTATIVA: [WxyER_=>9=»3:] Ejemplos: 2(4) = 4(2) 


9-  LEYASOCIATIVA: — [ViyieR => 100=(9X 


Ejemplo 8: 5-(2.3 


10.  LEYMODULATIVA: — Existe un número y sólo uno denominado el uno ( 1 ) tal que 
para todo xe R se tiene que x(1) =1(x)=x - Dicho de otra forma: 


MARA Ejemplo 9; — 3(1)=1(3)=3 


El uno recibe el nombre de elemento idéntico o módulo del producto. 


11.  LEYDEL OPUESTO: Para todo =eR (excepto el cero), existe ptro número real, 
Dicho de otra forma: 


quelo denotaremos por -1=-_ tal que xx 


)=1) Ejemplo 11: 3(1/3)=1 


(User, 29 0/6 (27 
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Al número s"!=1 selo denomina el inverso de x 


Y finalmente, se tiene un último Axioma que relacionan las dos operaciones: 


+) 


12 — LEYDISTRIBUTIVA [Vx yzeR = x(y+2 


Ejemplo 12: 2(3+4)=2(3)+2(4) 


Este conjunto de axiomas dotan al conjunto de los números reales de una estructura 
algebraica denominada Cuerpo, lo que permite hablar del Cuerpo de los Números Reales 
que se denotará por (£..+., ) 


Obsérvese que el conjunto de los números racionales Q con las operaciones de suma y 
producto también forman un cuerpo (9 ,+,..) 


En cambior el conjunto de los números enteros Z con las operaciones de Suma y resta no 
torman un cuerpo puesto que el axioma 11 no se cumple. 


DEBER No, 1: SISTEMAS NUM ÉRICOS 


1 Enllo que sigue, decir qué es cierto y qué es falso: 
ajreQ b)3eZ EN q /Teg 07 p+Ben 
9 mVTer Diser K)2a/3ez 1260 
=5ez 

2 Hacer un diagrama lineal de los conjuntos R,Z.Q' y P 

3 Entre los conjuntos R.Q,Q',Z.N y P. ¿cuáles no son cerrados respecto a las 


operaciones de a) multiplicación b) división (excepto por cero)? 


4 Dacos los conjuntos 
2.26 N) 
MEN) 
3n.ne Z)=i 
¿cuáles de estos conjuntos son cerrados respecto de la operación a) adición; b) 
sustracción; d) multiplicación? 


5. Eno que sigue, decir que a) es siempre cieno; b) es a veces cierto; o) nunca es 
cieno (0,60) 


1 aez,beQ, y(a-bjeN 
2) aeP,beQ', yabeQ 
3) aEN,bEZ, yabez 
4) aeN.bE0'. yalbeQ 
5) aeP.bEP, yarbeP 
6) aEN,bEf'. ya+beQ 


RESPUESTAS A LOS EJERCICIOS : 


Y a)F b)V c)F d)F ev nv 
9V hnF PF PY  kF nv 
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3, 8) Q'y P noson cerrados respecto a la operación multiplicación 
D) Z.Q.N y P noson cerrados respecto a la operación división 


4, a) 8 y C son cerrados respecto a la operación adición 


b) C es cerrado respecto a la operación sustracción 
€) A,B y C son cerrados respecto a la operación multiplicación 


5. 1) a veces cierto 2) nunca cierto 3) siempre cierto 
4) nunca cierto 5) a veces cierto 8) siempre cierto 


3.8.3 OPERACIONES CON LOS NÚMEROS REALES: 


Ejemplo 1 4x0tx 


mi 


Ejemplo 2: — Hallar el valor de 1= 2 


Solución: 
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Ejemplo 3: — Hallar el valor de C = 


16 
Solución 


Ejemplo 4: — Hallar el valorde D= 


A 
2 05. —— 
l os») 
Solución: E 
| | % 
033%... | 1 + y PA 
| E | 
D= Le E 
2 os. 3 
( (-05)* 2 — 2 - 


a E 
Ejemplo 5: — Hallar el valor de 


n 
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Solución 


DEBER No. 2.: OPERACIONES CON NÚMEROS REALES 


Hallar el valor de las siguientes expresiones; 


10, 
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tie 2 15% 01 - (01179[2] 


12 
13 +2-00 
$ 
RESPUESTAS A LOS EJERCICIOS: 
» az 3) 
4) 2” -- 8) 
7) 478 8 15 9) -s5 
10) -5 11) 1125 a 


3.9. OPERACIONES ESPECIALES CON LOS-REALES 


ÁLGEBRA: Es parte de la matemática que nos permite realizar operaciones con letras y 
Números y generalizar las propiedades de los Números Reales. 


3.9.1. PRODUCTOS NOTABLES 


DEFINICIÓN: - Son ciertos productos o multiplicaciones algebraicas que cumplen regías fas 
y que se encuentran por simple inspección 


a) CUADRADO DE LA SUMA DE UN BINOMIO. 


Ejemplo 1 


Ejemplo 2: 


Ejemplo 
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b) CUADRADO DE LA DIFERENCIA DE UN BINOMIO 


Ejemplo 1 


Ejemplo 2 


Ejemplo 3: 


Ejemplo 1: 
Ejemplo 2 


Ejemplo 3: 


d) SUMA POR LA DIFERENCIA DE UN BINOMIO: 


* 
Ejdmplo 1 


Ejemplo 2: 


Ejemplo 3: 


e) EL CUBO DELLA SUMA DE UN BINOMIO: (la +1)'= a?+3a7b +3ab" +1 


Ejemplo 1 


Ejemplo 2 


)) ELCUBO DE LA DIFERENCIA DE UN BINOMIO : 


Ejemplo 1 


Ejemplo 2: 


9) PRODUCTO DE LA FORMA: 


Ejemplo 1 


Ejemplo 2 


(m+ an 


QArr 


(ap 
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(ma! 


(e Aa 


(x+y+ 


2U3bX5) 


(23D) + X2aX5 
2ab+ 202 -30b 
=4a* -12ab+200-305+9b* +25 


(ay +6) (5) 


(La=36+5)* 


=4a*+9b%+25 


[la + ¿Ma- 1) 


(Menm—a)=m 


mo Aa 


paro a parar 


+12m%n + 48m? + 6407 


mI An) + Him) «(any 


(are) 5 
E 


TIBIA UP 
Es 


370300 


[07 = 


Qs = 0 IO US) IS Sy 280 604? y 41500)? 1259 


pos 
Sii pes 


(a M4 b)= E la + bj + ab] 


y 


(3 dr 


MD0-8)= y (5 4)y +54) 
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h) PRODUCTO DE LA FORMA : 


Ejemplo 1 


Ejemplo 2: 


Ejemplo 3: 


1), POTENCIA DE UN BINOMIO: 


BINOMIO DE NEWTON: 


Sin=1 => (0rbi=o+b 


Sin=2 = (0-0 =0l+2ab> 
Sin=3 = (0-0 dora 
Sin=é = (ab =at+ 50% 


Observaciones: 
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[(ma + aMrx+b) = max" + (an + mb)x + a] 


(r+ Ara) 6 (31442) 60 


(rr) 12 (164 15) 3) = 128 


La expresión (as 


ST 


)* se llama Binomio de Newton. 


(ab) =0=b 


(a=0 ma? —2abeb: 


al -30b+3ab 
al ae cea e 


taa 


ta-5)* 


e 


El número de términos del resultado es siempre uno más que ol exponente del 
binomio. 

El exponente del 1* término y del último término del desarrollo es igual al exponente 
del binomio, 


>» El exponente-del 1* término del binomio va disminuyendo en uno en cadá término del 
desarrolla en cambio el exponente del 2* término del binomio va aumentado en uno, 

> Todos los términos del desarrollo.de (a+ b Y tienen el signo + 

> Lossignos de los términos del desarrollo de (a -b Y van alternando entre + y 

> El coeficiente de cualquier término se obtiene multiplicando el coeficiente del término 
anterior por el exponente del primer término del binomio dividido para el número de 
términos existentes. 

> De manera general, el Binomio de Newton puede escribirse como: 

(a+bY =a + na” b+nin=11a”. d* + (coofantl exp ql a”? bo 
2 3 
Ejemplo 1: (a+bP =0a Sad b+ 10 + 10ab + Sab e 


TRIÁNGULO DE PASCAL 


El triángulo de Páscal es una her 


del binomio de una manera fácil 


(a+b>= 
(a+by 
(a+b) 
(a+b 
(a+b)! 


ramienta que ps 


jermite obtener los coeficientes del término 


(a+b)! 13 

(a+b 16 1 

(a+bY= 1723 1 
Ejomplo 1: (men) = mó +4 mn + 6% + 4 mn? + 
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- 6 (2b)+150'(20P - 0 (20 P+ 15D 
-6at2bF+(20 
-12a%h + 600% - 16044? + 2400%* > 192ab? + 640% 


39.2. COCIENTES NOTABLES 


DEFINICION: Son ciertas divisiones que cumplen reglas fijas y cuyo cociente se puede 
Obtener sin realizar la división. 


a) COCIENTE DELLA DIFERENCIA DE DOS CUADRADOS PERFECTOS Y LA SUMA 
O DIFERENCIA DE SUS RAÍCES. 


Ejemplo 1 


Ejemplo 2: 


b)  COCIENTE DE LA SUMA DE DOS CUBOS PERFECTOS Y LA SUMA DE SUS 


= RAÍCES 


A 
ran 


ab e 


20%) (31%) + (394/= 


6076? +96 


€)  COCIENTE DE LA DEFERENCIA DE DOS CUBOS PERFECTOS Y LA 
DIFERENCIA DE SUS RAÍCES. 


98) COCIENTE DE LA DIFERENCIA DE POTENCIAS PARES IGUALES Y LA SUMA O 
DIFERENCIA DE SUS RAÍCES. 


PO 


..” 
ETS 
Ejemplo 1 16-25 Y AR FASP ao yo 
ay arEsy e 
Ejemplo 2 ade y? 
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Observación: La suma de potencias pares iguales nunca es divisible ni para la suma ni 
para la diferencia de sus raices por que su división no es exacta. 
IA cr na 
LE. Noes divisible LL mo atvisioló 
yo ay De 
Ca a 
Ejemplo 1 AA EE tt 
d+ sy 
is 
Ejomplo 2: ALE aoesdivisiole 
e 


e) COCIENTE DE LA DIFERENCIA DE POTENCIAS IMPARES IGUALES Y SUS 
RAÍCES: 


Sólo es divisible para la diforoncia de sus raices. 


Ejemplo 1: Y 
1-y 


300-2630 ad au 


po Za-3b — Za-3b 
a ro (2 go Re (2 ora A 
2a + (22 (3h) + (227 (30P+ (23 )030P+030 8 
=i60+ 242% + 360107 saab +81 p* 
1 COCIENTE DE LA SUMA DE DOS POTENCIAS IMPARES IGUALES Y SUS 
RAÍCES: 


Sólo es divisible para la suma de sus raices. 


EI 
aran 
an a impar 
Ejemplo + my 
ex 


3.9.3. FACTORIZACIÓN 


DEFINICIÓN: Toda expresión algebraica puede ser expresada como el producto de dos o 
más factores, que multiplicados entre sí dan como resultado la 
original. 


2) FACTORCOMÚN: 


7 


EL SISTEMA NUMÉRICO 


Ejemplo 1: 6 Xy%— Late + 18 Pe 30 


Ejemplo 2: ¿+24 238% 01 


Ejemplo 3: 3(m+1P+6(m+1)'(m+2)-12(m+17(m 
=3(m+17 (1+2(m+2)-4(m-7)] 
=3(m+1F (1+2m+4-4m+28) 
=3(m+1P(-2m +33) 


b) PRODUCTOS ESPECIALES DE POTENCIAS 


0 


Ejemplo : (3a+30= 


atal=a"" Ejemplo : (3e)**(30) 


(a%y a" Ejemplo : [pay Y” 


(agotar 


y 


( 


€) FACTOR COMUN POR AGRUPACIÓN DE TÉRMINOS: 


ab+ad+co+cd=a(b+rd)<c(b+d)= (b+d (arc) 


Ejemplo 1: 5S(a+b+ 


Ejemplo 2 


Ejemplo 3: 


Ejemplo 4 


d) FACTORIZACIÓN DE BINOMIOS 


Estos binomios pueden venir expresados de la siguiente forma: 


DIFERENCIA DE POTENCIAS CUADRADAS 

SUMA DE POTENCIAS CÚBICAS 

DIFERENCIA DE POTENCIAS C ÚBICAS 

DIFERENCIA DE POTENCIAS DE EXPONENTE IMPAR 


e) DIFERENCIA DE POTENCIAS CUADRADAS: 


(a+bXa- a] 
Ejemplo 1: PP lx y) (xy 
Ejomplo 2 36(x+yP aw? = [6(x+)) + 2w) [6(x-y 
[6x+ 6y+2w] [6x+ 6y 
Ejemplo 3: E- 9 = (4 +3) (8- 
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, 
Ejemplo 4: (a -36P-9( 
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a+or 


4all-2a -6b] 


1) SUMADEPOTENCIASCUBICAS: — [+0 =(a+ bla aby") 


Ejemplo 1: mi +27 = 


Ejemplo 2: 64.é+27)% 


Ejemplo 1: gy lx 
Ejemplo 2: (x-¡P-yY 


DIFERENCIA DE POTENCIAS CÚBICAS: 


(m+3n)(m —3mn +9n*) 


(42 +3) (16% - 12 4y+91) 


2 é42y+ 47) 4 
(DG 144 10347) 
lx ya é—2x ++ 19) +1 


h) DIFERENCIA DE POTENCIAS DE EXPONENTE IMPAR 


Cb) = (ablar ara 


A 


Ejemplo 1: 1-32) =(x-2 


Ejemplo 2: 128-2187 y” 


E cc e) 


Mir 2d rad + 163) 


12 (2 3) (23 
Py AN (2 (dy A 


(2 
(2 


» 


324 xy !+ 486 xy +729 y) 
SUMA DE POTENCIAS DE EXPONENTE IMPAR 


(a) a AAA 0 y 


Ejemplo 1: 3432 = (19 2)( 289 477 — Bx 916) 


Toda expresión algebraica que consta de tres términ 


presentan los siguientes casos. 
> TRINOMIO DE LA FORMA Arbre 
> TRINOMIO DE LA FORMA NS 
> TRINOMIO CUADRADO PERFECTO —P+2xe+é o (are lacra 
a) TRINOMIO DE LA FORMA x + ho+ << 
A+ br o=(=+m)(x a] 
mien=b_, msc 
Ejemplo 1: +8x+ 15 = (x+5)(x+3) 
Ejemplo 2 40-45 =(a-9)(a +5) 
Ejemplo 3: +54 -24= (4 +8)(4-3) 


FACTORIZACIÓN DE TRINOMIOS 
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=(2x-Iy)(04L +96 y + 134 + 216 dy + 


a-3b)+3(a+b)) [(a-3b)- 3(a+b) 
a-3b+3a+3b][0-35-30-35 


EEES | 


e 


Os se conoce como trinomio; se 


EL SISTEMA NUMÉRICO 


b) TRINOMIO DELA FORMA ax + bx +<c 


ae abro e (ATA ta [ELDTETT 


mu =ac 


Ejemplo 1 ano, CAIDA se 
Sy +55 +3) 

Ejemplo 2: LIA sy +3) 

Ejemplo 3 


*o)  TRINOMIO CUADRADO PERFECTO xi + 2x0 + 4 0 (ax 7 + Zane + e 


E (0 E GE 
Ejemplo 1 d+ ero 16 = (2 + 47 
Ejemplo 2: 
Ejemplo 3: Y + 6y19=(Y43) 
Ejemplo 4: 4% 425,2 (24 - 
3) TRINOMIO CUADRADO PERFECTO POR ADICIÓN Y SUSTRACCIÓN: 
(Pr A) o 0 A) 


Pr dea 

07 3604) 4 ato? 

607-400 
68) +Zab1 Ki 


Ejemplo 3: 81 


% CUBOPERFECTODE BINOMIOS 


Este es un caso especial, puesto que se trata de lactorar un polinomio de cuatro términos y 
expresarlo como un binomio de potencia cúbica 
e A 5 y 
(ey? = dead 30 + y xy = Y y 


Ejemplo 
Ejemplo. 


. EL SISTEMA NUMÉRICO. 
Ejemplo 3: 8 +36 + 56x +27 = (27+3) 


3.9.4 FACTORIZACIÓN DE POLINOMIOS 


Cuando una expresión algebraica posee más de tros términos, se la conoce en forma 
¡general como polinomio. . 


Cuando se desea factorizar un polinomio, se puede aplicar algunos procedimientos entre 
ellos, el método de evaluación progresiva o división sintética, 


MÉTODO DE LA EVALUACIÓN PROGRESIVA O DIVISIÓN SINTÉTICA 


+ Se ardena al polinomio en forma descendenie: si algún término no existe, se lo reemplaza 
por cero, . 


* Sé maliza el término independiente descomponiéndolo en sus factores primos para 
establecer para que números es divisible ( 1,2,3,...) 


+ Se anota los cooficientes del polinomio, se observa si el polinomio se anula para algún 
valor divisible del término independiente; si se anula, se toma a este número con signo 
contrario y se tiene el primer factor. 


+. Se obtiene un nuevo polinomio cuyo grado es una unidad menos que el anterior y cuyos 
coeficientes son los números que quedan del polinomio que se anuló, 


+ Sise puede se factoriza este nuevo polinomio; caso contrario se repite el procedimiento, 


Ejemplo 1: — Factorizar 728 Mx 12 


. 
Pe la 12 (9 1) (023) (194) 
Ejemplo 2: Factorizar  X-Sé+4 
+0x+4 (ali=2:=4] 
e: 
(2-1) (2. +1) (2-2) (242) 


8 
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Ejemplo 3 Factorizar  2-7x+6 
20d 7146 lrli22x3) 
1.0.7+6 (1) 
1+1-6 
Le el (x+3) 
O 
1-77 (x- 2) 
2 Lp 
17 2746 =(x-1)(+3)x- 2) 
Ejemplo 4: — Factorizar 22-32-1146 +23) 
2-3-11+6 2 (x+2) 
1+1-6 
2.148 1 (3) 
26 -3 
EA y 20-38 146 (142) (23) (21 1) 


DEBER No, 3.: DESCOMPOSICIÓN EN FACTORES 


Descomponer en tactores: 


1) ax+l0b2+ ay - 2by-Saz-2 bx 


2) 3ar+day- Fab byr bir yo 


3) 2la+de-ay-Fey+ a+ 60 —4bx+ 2by-2 be 
4) 2a-30-Zaby- chby- 6 + - bBx+ Py +30 
5) 20x-2d4by-30 - 3bey -2Zec+3axc— xab + Py+ le 
6) 3Am—-30m —mb +a in + mz — ePnz 

7) abx — cdx +2 aby - 2 0dy — algz + bedo 

8) ar xb+2cx+2aby +4 bey -2 Py Faz + 3d 60 
9) añ bem cera be < 

10) 3al- 3h -3éc+5a-5be% Se 

11) ad -3b0 + 20% 3be* +2 có + ae? 

12) Gac + 5c-2be% + 100 +3 0- be" 

13) 2ué -2dy- 31-308 +20 +3) 


14) 


15) 


16) 25 - 494 
17) 36% 9 
18) sab - 


19) 647 - 363 
20) 90 25d 
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55) 1000. 48% + $12 Cp" 
56) (SP +23 25P 
5) (y-3P+(9+2P 
5.94 +.e 
Dep (2d 
TS 
més 
mts ms 
6) 7 + ab 48 
64) 5 +10 le + 258 
65) 2-69 + 99 


Ñ 

A mee 16 

ho A 72) L -108y + 254 

p me ep 97 
7) P- 912 


90) 6x +11x 10 
9) 8% +103-7 


RESPUESTAS A LOS EJERCICIOS 


1) (a-2bXx=3=50) 2) (a+y-2 KZ =b+c) 
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10) 
1) 
12 
13) 


14) 


15) 


26) 


27) 


28) 


29) 


30) 
31) 
32) 
33) 
34) 
35) 
36) 
37) 
38) 
39) 
40) 
41) 
42) 
43) 
44) 
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(a-2b+%)Qx-y+) 18) (5+140) 5108) 
(Z by" 3) Ras ¿1 17 (6r+37)(6:-39) 
Tax —by-c) (+30 by 18) MAR+CO) AR -C%) 
(Pm din) (Ga b+3 19) (6é +6) (8é-6y) 

(ab cd) (+ 23-02) 20) Gdorsdaado-s dd 
(ab +20 (x+2by 30 21) (dy +9216éy 92) 
(¿+ 1)(a- deme) 22) (8y+1)(8y-1) 
(ave 04 +5 29 

4 la 30 +2ce) 

Qé+ 1) *+ 5) 24) 

Qé-3)(1-y+:0%) 

Quo [ 25) ] 


EGrea-¿oetr) 
15 


Ln e) 
54136) Et 
caera) 
G-10X-==8) A ler 
AE) 
qa AE BAR 
A+ 06x+1) 
441718) 50) srt sy ver 
4129 =5) E 
5) Mitr2de) (16te ste 
o) y 
+1 JR 
(e 32 N0e*+30%) A) 
0er eee) 53) (6ab'=20% (360% - 12ab'e*+4c') 
AS) 54) mint+9p*) (49m 1? 630 np? + 
0-43 + e) 81%) 
10e se 84) 55) (1048 +8C*D”) (10048 — 
Ceé-18) (sé) surco” +60") 
Mé 9%) (130 +21") 56) (4 S0(430 -1473+ 141) 


57) Oy-10-y+19 75) 


58) (é-20 Ne 2 se) 76) 
5) Mee +1) 7n 
60) (+21 28 + ae“) 79 
6 (sztne 39%) E 
62) (4450) (16é- 206" + 25) Ed 
69) (+20 en 
54) (bese Los 
65) (:-3y as] 
66 (ere? Ñ e 
7 (Pr Cl 
68) (ee Bid 
59) sa 
7) 88) 
7) Ed 
723 5) 
73) 9) 


74) 


39.5 APLICACIONES DE LA FACTORIZACIÓN 


Muchas de las situaciones que se viven a diario se 
aplicaciones del tactoroo. 


Nota: De acuerdo a su grado, los polinomios representan: 


EL SISTEMA NUMÉRICO 


or 
ear 

(+ 107 
0-2 
(142) Gx +1) 
(+4) Gx+2) 
(+3) (1+2) 
0+9 (+3) 
(a+2) (3a- 1) 
(b-3) (4b +3) 
(Qy-5 0-1 
(6-5 G:-1 
0-0 tx+1) 
(1+7) (Sx- 3 
(3-2) (23+ 1) 
Qu 5) (3-2) 
(2x1) (4x+7) 


pueden relacionar con el uso y 


+ POLINOMIOS DE PRIMER GRADO 
» POLINOMIOS DE SEGUNDO GRADO 
» POLINOMIOS DE TERCER GRADO 


LONGITUDES 
SUPERFICIES 
VOLUMENES 


Ejemplo 1: — Encontrar el perímetro del siguiente cuadrilátero 


Con esta expresión se puede obtener el perímetro del cuadrilátero para cualquier valor de x: 


Por ejemplo, si: 


P= 
P= 


(3+2)+2(3-1) 
10+4 
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P= 10m 14 em 


Ejemplo 2: Encontrarelárea del siguiente cuadrilátero 


A = Base x Altura 


A = (x+2)(x-1) 


A=é+x-2 


Con esta expresión se encontrará el área del 


Por ejemplo, si: 


Ejemplo 3: — El volumen de una cisterna que tiene la forma de un prisma rectangular esta 
dado por la expresión 2 =6x + 11 x + 6 encuentre las dimensiones 
del mismo cuando x 
ba altura 
| Ve dr ór+ dr 6 
largo 
+ Sefactora V= +6 +1lx+6 


Se determinan las dimensiones: 
[Largo=x+1 
| Ancho= x Finalmente, para" x 


|altura=x 
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Ejemplo 4: — El área de un terreno esti dada por la ecuación * + 3x— 40. Determinar 
las dimensiones de los lados, para cualquier unidad de medida. 


Largo x ancho 


Ax x + 3x-40=(x+8)(x-5) 


Entonces: Largo del terreno = 
Ancho del terreno. =x - 5 


3.10, MÁXIMO COMUN DIVISOR (M.C.D. ) 


DEFINICIÓN: Es la cantidad o expresión mayor (de mayor grado) que divide exactamente a 
dos o más expresiones dadas. 


a) MÁXIMO COMUN DIVISOR (M.C.D. ) DE MONOMIOS 


REGLA: 


+. Se descompone en factores a los coeficientes numéricos del término algebraico 


+ Seaplicala siguiente relación M.C.D, = An BnC 


Ejomplo 1: — Hallar el M.C.D. de 40% ; 70% 


[90% =4.10% 
l + => MCD= 10% 
[70x? =7,10x | 


Ejemplo 2: Hallarel M.C.D. de 214) 1: 02; 70 


iy =3710y 
¡dy =3318Y | = MCD.=12y 


[roxy =2510y 


b) MÁXIMO COMUN DIVISOR (M.C.D.) DE VARIOS POLINOMIOS 
REGLA: 


+ Alos polinomios dados se los descompone en factores 
+ Seaplica la siguiente relación M.C.D, = An BnC 


Ejemplo 1: HallarelM.C.D.de * -Ex+ 15: % -Sx 


Br 15=(2-5:x-3)] 


= MCD.==(x-5) 


135x018) ) 
Ejemplo 2: HallarelM.C.D.de al - 134 +3 ;2f+a-6 


lu 134? +36= (0? -9a? —4)= (+30 +2Na=2) 


4-6 =(a+ 3Xa-2) 
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=  MCD.=(0+3)(a-2) 

c) MÁXIMO COMUN DIVISOR (M(.C.D. ) DE DOS POLINOMIOS POR DIVISIONES 
SUCESIVAS 

REGLA: 

+ Se ordenan los polinomios separadamente. 


+. Se givide el polinomio de mayor grado para ol de menor grado y sl son del mismo grado, 
se puedo dividir indistintamente, habrá un residuo. 


+ Luego dividimos. el polinomio divisor para el residuo y si esta división es exacta, este 
nuevo divisor es el M.C.D. 


Ejemplo 1; - HallarelM.C.D.do 16% +36% -12x-18 ; 8% 


4) MÁXIMO COMUN DIVISOR (M.C.D. ) DE DOS O MAS POLINOMIOS. 
REGLA; 


Se ordena los polinomios 
Se obtiene el M.C.D. de los dos polinomios de mayor grado aplicando el método anterior 
Se divide el tercer polinomio para elM.C.D, de los polinomios anteriores. 

Se divide el M.C.D. de los polinomios anteriores para el residuo, si la división es exacta 
éste os ol M.C.D. de los tres polinomios. 


Ejemplo +1 
20-52 S1+6 
27 + 48 
1 2. 
Se cambia de signo: 2 -4x+3 
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O 
e 
Factor común 3 (x — 3 


1 MOD =x 


3.11. MÍNIMO COMUN MÚLTIPLO ( mcm. ) 


DEFINICION: El minimo común múltiplo de dos o más expresiones algebraicas enteras es la 
menor expresión algebraica con respecto a los coeficientes y a los exponentes, que es 
múltiplo común de todas las expresiones dadas 


a) MÍNIMO COMÚN MÚLTIPLO ( num. ) DE VARIOS MONOMIOS 
REGLA: 
+ Se descomponen a los coeficientes num 


+ 'Se gplica la siguiente rel 
Comunes al mayor exponer 


os en factores 
4U3 UC cuidando de elevar los factores 
le con el que figuran dichos monomios. 


Ejemplo 1 


Ejemplo 2 Hallarel mem de 160 (y-3P ; I2a'(y 29"; 3006? (y — 


f=mem=2358%. (y 2) 


1208%0*(y-2) 


2.3.5.8,b3.(y-2)* 


e 
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b) MÍNIMO COMUN MÚLTIPLO ( n.c.m. ) DE VARIOS POLINOMIOS 
REGLA 


+ Los polinomios dados se descomponen en factores aplicando cualquiera de los casos de 
factoreo. 

+ Se aplica la siguiente relación mm. = 4UBUC cuidando de elevar cada fact 
exponente con que aparezca dicha descomposición. 


al mayo 


Ejemplo 1: — Hallarel mem do *=6x : 2=5:-6 


1 


Ejemplo 2: Hallarel memde +2 + A A 


ey (e y) 


| > memory y? 


3.12 FRACCIONES 
3.12.1 PROPIEDADES FUNDAMENTALES DE LAS FRACCIONES 


Las fracciones tienen las siguientes propiedades: 


a Pix) RG) _ Pu) 
2) RO) A 
Ejemplo 1. AE 
ES 
y 2 AGD PAE] 
2 e 
Eo E Y tn 
EE TETES UR 
á PG) —- KT . 20) EG) 
Qtx) Q(x) Ox) 
Ejemplo 3: > 
0) PG) RG) PORO 
QU) SS) URSS 


e) 


) 


o) 


NOTA: 


3.12.2 


Ejemplo 4; 


A 


PG), RG) PISO) 


[0607 "Sto “DR 


La 


Ejemplo 5: 


Pix) 
2) 


Ejemplo 6; 
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ENTE TEEN TEN PG 


+00) 2 Lía) 


ía) 


También es importante recordar que s: 


FRACCIONES COMPUESTAS 


Ejemplo 1 


a y 6 sonreales, 


(b-0) 


-(0-b) 


E 
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y) 
2) 10) 
3) 7 
4) 12) 
5 13) 
6) 
14) 
y e 
Pr 4% 2 
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5) 11) —— 
y (a+ y)? 
Ñ e 
7) 
13) 
8) 
, 19 
s 
di 15) 
10) 


3.123. FRACCIONES PARCIALES 


Las fracciones parciales se presentan en cursos más avanzados, particularmente en cálculo y 
ecuaciones diferenciales donde es útil expresar el cociente de dos polinomios, como la suma 
de dos o más cocientes más simples, llamados fracciones parciales, 


Ejemplo 1 


FRACCIÓN RACIONAL PROPIA 


Es una fracción de la forma Fix) a, donde P 


es un polinomio de menor grado que el 


polinomio D (x). 


Ejemplo 1 


Ejemplo 2. 


Conviene concentrar la atención en cocientes que representen una fracción racional propia. La 
tarea consiste en descubrir una forma sistemática de descomponer fracciones propias en la 
suma de dos o más fracciones parciales. 


TEOREMAS UTILES 


> Dos polinomios son iguales entre sí, s| y solo sílos coeficientes de los términos del 
mismo grado son iguales. 


Ejemplo 1: Si5x- (4+2 B)x+ B entonces 


[a=n 
Be 


> Para un polinomio de coeficientes reales, existe siempre una factorización completa 
que abarca sólo factores primos lineales, cuadráticos o ambos dentro del conjunto de 
los números reales. 


Ejemplo 1: 4 +2x-3 = (2=3)(x-1) 
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parciales mediante al siguiente procedimiento 


PRIMER CASO: 
Si D(x ) tene un factor lineal no repetido de la forma (a x+b). entonces la 
descomposición en fracciones parciales de P(x)/ D(x) contiene un término de la forma: 
Al (ax + b) 
Ejemplo 1 E A 
Dix) 3 (x-1)(3=3) (2-1) (x+3) 
Cálculo de las constantes A y 2 
Ale=3) + rte-1 
CD LETE 


Otra manera fácil de calcular las constantes es dando valores adecuados a ena 


expresión — 5147 = Alx+ 3) + B(x- 
Six=i => 50)+7 3-20) 

Six = 5-3)+7 =A(0)+ B(3-1) 

Por lo tanto: sr 

Ejemplo 2: 2 A e 8 


Cálculo de las constantes 4 y B 


IX +16 A A Ai-2 
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SEGUNDO CASO: 


Si D (x) tiens un factor lineal repetido k veces de la foma (ax + D]", entonces la 
[descomposición en fracciones parciales de P (x) /D (x ) contiene términos de la forma 


4 B Cc . Gt 
a+b lar + by la + by ' la + br 
Pix) 64 - 141 - 7 6é- lx - 27 
Ejemplo 1: - - 
sli D(x) 7 Da da a NR A 
e Mg Bi E 
(x+ 2) (x-3) (x- 3 


Cálculo de las constantes 4, 8 y C: 


BURH2 da 3) CO (x4 2) 


(x+2) (2-3 


Se puede dar valores a la variable x en esta última expresión: 


Sl 1093 == 6(9)=140)-27=A0)+B(0)2C0+2) => 15250 => Coj 
SÍ x=-2 =6(4)-14-2)-27= A-2-37+ B(0)+C0) = 2 


Si x=0 =6(0)-14(0)-27=10-37 + B2/)+(3ND) = -27=9-6B-6 = 825 


Porlotanto: ¿és > 7 , ET 
Dd JE (+ 2) (x=3) (1-3 


TERCER CASO: 


Si D(x) tiene un factor cuadrático no repetido de la foma ax? + bx +0, la 
[descomposición en fracciones parciales de P (x)/D (x), contiene un término de la forma: 
Ax+ 8 

+bx+c 


Ejemplo 1 


SP -Ex+ 5 =A(9-241) + (B0+C)(x-2) 


Sl 1=2 a 50) -MI)4S= AA 1 )W0 => 934 => 403 
Six=0 =50)-80)+5=XD+C(-2) = $23-20 
Sx=l > 50)-B)+S=X)+ (BD > 223-841 =8=2 


9s 
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Entonces 


Si D (x) tiene un factor cuadrático repetido k veces dela forma ax" + bx =.c, la 
[dascomposición en fracciones parciales de P ( x) /D (x) contiene términos de la forma: 


Gx 


den) 
D(x) 


Ejemplo 


e 


Obsérvese que P(x) es irreducible en los reales. 


4 
28+C=9 
3B+D=-5 
Por tanto: € 
No 5.: DESC ICIÓN EN ER ES PARCIALES 


a) Encontrar las constantes A, B, C y D que hagan que el segundo miembro sea Igual 
que el primero 


A 75-14 E E 
GTO? a? e 
9x +21 A p 
2 a a 
ETE es Er 
a * a 
a . —+. 2 
BD 1 =D W-D 
A das O: PA 
, TCP T ES 
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A A Y y E 
GD =-2) a-27 

4 Bx+C 

== (x-2) (+ 3) 

A 4 Bx+ Cc 

" = (és 5) 
E: ERA APR cx +D 
Aer a+ 1) Ae 1 

30-30 + 10% - 4 Az+ 


0] 
2) 
3) 
4) 
5) 


2) - x-15 
í 3 10) 
» 3) == 
o 
mi 1) z 
4 la -11 E 
EN IS 12) 4x7 -8x + 1 
5 12x + 18 CHEO 
19 E 
6) 2-1 
18 
7) 
3) 
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15) 


16) 


17) 


8) 


RESPUESTAS A LOS EJERCICIOS 


ES 


18) 


EL SISTEMA NUM ÉRICO 


ECUACIONES CUADRÁTICAS 


Copítuto 


ECUACIONES CUADRÁTICAS 


4.1. INTRODUCCIÓN: 
Considérense los siguientes problemas: 


8) Siel área de un triángulo es 42 m”, encontrar la base y la 
ala primera en 5 m. 


tura, si la ultima excede 


Solución: Sea x la base del triángulo. Su altura será x+S y su área será 


Se observa que al intentar resolver este problema se lega a la ecuación +51-54=0 que 
liene al número 2 cama máximo exponente de * , dando así origen a una ecuación de 


segundo grado o ecuación cuadrática, 


b) Un cateto de un tniángulo rectángulo tiene 7m más que el otro y 2m menos que la 
hipotenusa, Hallar las dimensiones de los lados del tiángulo. 


Solución: Sea x un cateto del triángulo; entonces (z-7) será el otro cateto, y 
(x+2) será la hipotenusa. Aplicando el Teorema de Pitágoras: 


an? 


> rre 


= é-lM+45=0 


149 


Se observa que al intontar resolver este problema se llega a la ecuación +” -18x>45=0que 
llene al número 2 como máximo exponente de =, dando así origen a otra ecuación de 
segundo grado. 


4.2. ECUACIONES CUADRATICAS O DE SEGUNDO GRADO 


DEFINICION: Una ecuación que puede expresarse en la forma — ax+br+c=0 en donde 
a.b.ce R, a=0, se llama ecuación cuadrática o de segundo grado. 


Pueden presentarse los siguientes casos: 


3) atardecer Ejemplo: 
Bb) afecmo 00 b=0 CO Ejemplo: 
e) a+bi=0 , ar b20,c=0 Ejemplo: 
d)  añ=0, 00. ó=0,0=0 Ejemplo, 
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0 se 


Observación 1: Las ecuaciones de segundo grado en las que b=0 O 
llaman ecuaciones incomplotas de segundo grado o ecuaciones 
simples do segundo grado. 


Observación 2: La solución de una ecuación de segundo gado la constituyen el 
¡conjunto de las raíces de la ecuación 

Observación 3: Según el discriminante, una ecuación de segundo grado puede 
tener. 


2 Una raíz roal 
b. Dos raíces reales 
e. Dosraíces imaginarias 


Discriminante de la EcuaciónCuadrática 


Raices reales e iguales 


b 


2/5 dac 
ER Raices reales y desiguales 


ox Vb? —4ac 


Raices complejas 


4.3. MÉTODOS DE SOLUCIÓN DE ECUACIONES DE SEGUNDO GRADO 

Las ecuaciones de segundo grado se pueden resolver por a Iguno de los siguientes métodos; 
a) Solución mediante factorización. 
b) Solución mediante formacióndo! trinomio cuadrado pertecto. 
9 Aplicación de la formula cuadrática. 


a) SOLUCIÓN DE ECUACIONES DE SEGUNDO GRADO MEDIANTE FACTORIZACIÓN 


Este método se basa en la propiedad siguiente: el producto de dos o más factores es cero sí 


Cualquiera de los factores es coro: ab=0 er (a=0v(b=0) 
Elemplo 1 Resolver 2+5:-6=0 
Solución: Se buscan 2 números que sumados den 5 y multiplicados -6, 


Para ello se observa los tactores del término independiente 6 


É4si6=0 => (1+6l-1)=0 > 1+6=0 
= xe(-61 
Ejemplo2: Resolver 4x%+8:+3=0 
Solución: Se factora adecuadamente a la expresión dada: 
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0 


Ejemplo3: Resolver 2p%x*+pgx=1S9 


Solución: Se factora adecuadamente a la expresión dada: 


py? (app, Apr +692ps-50) 


+pgxisgim o 
px+3qX2px-59) 
=> prr3q=0 , 2pr=5q=0 

EN 

2p | 


Ejemplo 4: Resolver E 


4x=0 


Ejemplos: — Resolver 

óe-a=0 = > > 

= La 

Ejemplo 6: Resolver +36=0 

» > 9% = 
Ejemplo 7. Resolver y-y+6=0 

Bolieiie  ¡Usamenclreemplaca: 

osu+ó=0 = 
Su=z 


b) SOLUCION DE ECUACIONES DE SEGUNDO GRADO MEDIANTE FORMACIÓN 
DEL TRINOMIO CUADRADO PERFECTO. 


Un trinomio cuadrado perfecto es aquel que tiene dos términos cuadrados perfectos y el otro 


término es ( = )dos veces el producto de las raices de bos términos de los cuaorados 
perfectos 

Ejemplo 1 +20+1 $ 
Ejemplo 2 x*-21+1 


PASOS PARA FORMAR UN TRINOMIO CUADRADO PERFECTO: 


Caso 1: *+brrc=0 
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+ Se ponen los términos enxen el primer miembro y el término. independiente en el 
segundo miembro. 


+ En el primer miembro, se completa el trinomio cuadrado perfecto aplicando la siguiente 
regla: se toma el coeficiente de x, se divide para dos y se eleva al cuadrado para obtener 


(6/2); este término se suma a ambos miembros de la ecuación 


+ Se factora el 
miembro, 


imer miembro de la ecuación y se realizan operaciones en el segundo 


+ Se resuelve la expresión resultante por medio de la raíz cuadrada. 


Ejemplo 1 Resolver + -6x-18=0 


Ptsitao óleo £ 


=> Pór+9=189 


Caso 2: ars bxr+0=0 
+ Se ponen los términos enxen el primer miembro y el término independiente en el 
segundo miembro 


+ Se dividen todos los términos de la ecuación para el coeficiente de x: 


+ En el primer miembro se completa el trinomio cuadrado perfecto aplicando la siguiente 
regla: se bma el coeficiente de x, se divide para dos y se deva al cuadrado para 


obtener (b/2a)*; este término se suma a ambos miembros de la ecuación. 


+ Se kctora el primer miembro de la ecuación y se realizan operaciones en el segundo 
miembro, 


+ Se resuelve la expresión resultante por medio de la raíz cuadrada, 


Resolver 21? 


Ejemplo 


) SOLUCIÓN DE LA ECUACIÓN DE SEGUNDO GRADO APLICANDO LA 
FORMULA CUADRÁTICA. 


Se puede generalizar la solución de la ecuación de segundo grado, llegando a una Brmula 
que facilte la resolución de cualquier ecuación de segundo grado: esta Brmula se conoce 
como la fórmula de la ecuación de segundo grado o fórmula cuadrática. 
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6 y 2h 
APábreczO mm arte ia 


420 | — Fórmula Cuadrática 
Ejemplo 1: — Resolver 5x"—2-18=0 
. e=-18 
¿di CAIDAS 1 1730 
a 25) 10 
E E ¿119 —16_ 9 
10 10 0 5 


10 10 


> 1e(- 


Ejemplo2: — Resolver 21 + 14x+ 25=0 


> od 162 CAROS), 14 2 Y90= 20 
di Ñ 22) 4 


DEBER No, 1: ECUACIONES DE SEGUNDO GRADO 


a) Resolver por factorización 


1) 4u? =8u 2 34 


3) 24% +154 


5) llk= 


7) 6xé+Sx= 


b) Resolver completando cuadrados. 


9)  **=6x-3=0 


1) 2y -6y+3=0 
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19) P-24-2=0 14) 3 +Sx-4=0 


15) i+me+n=0 16) arl+bx+c=0 , azO 


e) Resolver mediante la fórmula cuadrática. 


17) x*-10:-3=0 


t9 A 


21) +8=4x 


23) 


25) 3 


37) *-6x-9=0 


39) y?+6y=6 40) 


41) 717-203 


43) 2(24+ 


45) e 


47) p+9=p" 48) n* -14n+65=0 


49) 2 50) (x= IXx+5)=-8 


51) sel e fa 


53) (a? —b 
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61) 1v*-124+6=0 62) 15p?+p=14G3p-1) 


2u+3=0 


63) m' =14(m=3) 
65) a? 9 =13 66) 


68) 


70) 


71) 2jx* -2kx+ jhx— A =0 72) 


73) Pep +9 74) 


75) 34 +9=10x 76) 1: 
77) 13 +36=0 78) 


79) 80) 


81) 82) 


83) 


85) 
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13) d+/3.1-43) 
laa lo 
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1 d+247. 5-27) 


19) [ 


18) +25, 32-243) 


30) L1245) 
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£_k 
m3 


74) 


80) leds +2) 
82) fesi +43) 


es) 


ss (1.5) 


88) 


28) 


90) h+42) 


91) £,-so) 


Wi | 


e) 


4.4, — CARÁCTER DE LAS RAICES: 


Para determinar el carácter o naturaleza de las raíces, es decir, si la solución de la ecuación 
de segundo grado tiene dos raices reales, una raíz real, o dos soluciones complejas, se 
analiza el discriminante. 


DISCRIMINANTE: Las raíces de una ecuación cuadrática de la forma: ax +bx+c=0, 


ENTE 


donde a.b.ce R, a=0 está dada porlla relación: x= en donde el 


Discriminante esta representado por 6? -4ac 
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Reales y Desiguales 


Reales e iguales 
Complejas 


dac es asadrado perfecto Racionales 


—4ac no es avadrado Perfecto 


racionales 


DISCRIMINANTE 
bi-4ac 


—43/-5)=64)0 — | Reales racionales y 
desiguales 


z —+ 
(6) (1x9) =0 Reales racionales e 
iguales 


Complejas 


(4) 4(1X13)=-36 (0 orugas 


(27 -4IK=1)=8) 0 Reales irracionales 
y desiguales 


8) RELACIÓN ENTRE LAS RAÍCES Y LOS COEFICIENTES DE LA ECUACIÓN DE 
SEGUNDO GRADO. 


Las raices de la ecuación ar'+bx+c=0son x 


y 01d ac 
S 2a 7 


Sise suman estas dos raíces se obtiene: 


=b+ Vb 4 ac 


nm. - 
2a 
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Ahora bien, toda ecuación de segundo grado de la forma ax"+bx+c=0, «+0; se puede 


escribi x1+2x+£= 0. Considerando los resultados anteriores obtenidos para la suma y 


producto de las raices x; ,x,. podemos reescribir esta ecuación en la forma 


0 


Y +2 


En definitiva, dadas las raices de una ecuación cuadrática, ósta se puede escribir como: 


2% [Suma de ralces) Xx + (Producto de raices) = 0 


Ejemplo 1: 'Escribirla ecuación de segundo grado cuyas raíces sún-2/3 y 3/2 


Solución: 


Raices 


Suma: 


Producto: xx. o 


Ecuación 


110 


72y 
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Ejemplo2:— Escribirla ecuación de segundo grado cuyas raíces sor 
Solución 
Suma 
Producto: 
Ecuación: 
Ejemplo: — Sin resolver la ecuación, encontrar la suma y el producto de las raíces de la 
ecuación V3x? - /6x + o 
Solución: a=/3 , 6=-Y6 
2 Ejemplo 4: — En la siguiente ecuación, encontrar el valor de A para quela suma de las 
47 raíces soa Igual al producto: 3% + (442) x=24=+1=0 
Solución 
> k=- 
DEBER N CARÁCTER DE LA RAÍCES 
Escribir las siguientes ecuaciones de segundo grado cuyas raices son 
Yiye 2 3y5 
32y3 4) 5yt 
5) 6y-3 6 2y4 


ECUACIONES CUADRÁTICAS 


19) x? -6x=11=0 20) a —m+imn=m")=0 


ECUACIONES REDUCIBLES A LA FORMA CUADRÁTICA 


el uso de ecuaciones cuya 


muchos problemas Impl 


ya se cono: 


ECUACIONES DE LA FORMA — [ITOOF+blOIre=0 


Ejemplo 1 Resolver +6) -17[x + 6)r70=0 


ECUACIONES CUADRÁTICAS 


Ejemplo2: — Resolver: 
Solución: 
= i-u+.s 
Siu=3 = 


y se reemplaza: 
u=8 


ECUACIONES DE LA FORMA 


Ejemplo 1 Resolver; 


y sereemplaza: 


du 1260 


Ejemplo 2: 


y se reemplaza: 


ECUACIONES CUADRÁTICAS 


Ejemplo3: Resolver ES 


Solución: Se multiplica todo por, 


2 


=u? y se roomplaza 


> GUi-80-6_, _ u-6x8u+ 
8 


B 
1/8 


=> Bu -6%- 


DEBER No, ECUACIONES REDUCIBLES A CUADRÁTICAS 


Resolver las ecuaciones siguientes: 


3) 9 -46x +5=0 
5) xé-8x0+7=0 


7) 10: +9=0 


-10=0 
o 


104 +0 8x7 + 1) +12 


13) 2 


15) 2(x-5)+ ETE =4 


RESPUESTAS A LOS EJERCICIOS: 


2 


ECUACIONES CUADRÁTICAS 


4.6. ECUACIONES CON RADICALES 


Observación 1: En este tipo de ejercicios es necesario, luego de resolverlos, hacer la 
verificación de las raíces encontradas, sustituyendo sus valores en la 
ecuación original, ya que puede darse el caso de que alguna raíz sea 
solución extraña, dobido a la elevación al cuadrado que se realiza en el 
proceso. = 


Ejemplo 1: Resolver 


Solución: 


49? 


> (1-3x-1)=0 


Comprobación: 


Six=a => Jah) +Al 
=> [TA 


Porlo tanto la solución es xe E 
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Ejemplo2: Resolver CEE 


Solución: Se aisla un radical y se olova al cuadrado: 


x=-1 


Comprobación: 


Ejemplo 3: 


Solución: Se multiplica el lado izquiordo por la conjugada de! denominador 


a) 


E 


>» NN A 


Se olova al cuadrado y se simplifica 


=> d-9+20=0 


rela, s) 


Comprobación: 


16 


Ejemplo 4: 


Ejemplo 5; 


Comprobación: 


Ejemplo 6: 


Comprobación: 


ECUACIONES CUADRÁTICAS 


Size me 
Six=S =» Mm 
> sets) 


Resolver 224VZ , ax + dr 
axoÑz Var Vin 


acroz YA Va rd) Ya+ 


axblz Vx(da- db) da 
(aro dz) (5-48)=(a-0/3)(G+40) ==" 


5 


Solución: 


5 


SS ES AS 


cad balla ao » 2 doo lar 


A O 
Y > E ao 
» 
= sele) 
Resolver. a+ i-4=4 
Solución: E pr 


> (ViTd) (4-1) - 1-4=16-8x=x 
> -0.91-20=0 = Y -91+200=0 


=> (x-5)(x-4)=0 = xe(45) 


ar dx =4 
Six=4 = 4-iZ4=4 
Six=S = S+fiZ4=4 =5e4 (F) 


= rele) 
Resolver: 

Solución 2 

Wa) > Ji+2) o = 23432 x-244 373 +4 
> =i= (11 =l J=2) 


> Prisión > 320 => (1 
> se(311) 

VA 
Six=3 = JóT- =2=2 () 


> se(311) 
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DEBER No, 4,; ECUACIONES CON RADICALES 
2) Vx -61=4 


ECUACIONES CUADRÁTICAS 


RESPUESTAS A LOS EJERCICIOS 


y Esd 2 (28) 
3 (04) 2 (9 

5 (f) 8 (m) 
7) 8 (2) 
9) 

11) 

19 (4) 


4.7. — PROBLEMAS QUE SE RESUELVEN CON ECUACIONES DE SEGUNDO GRADO 


Se estudiará ahora algunos problemas que conducen al planteamiento y resolución de una 
ecuación de segundo grado. 


Observación 1: En estos problemas es Indispensable verificar si las raíces encontradas 
satistacon a las condiciones del problema 


Ejemplo 1 Hallar dos números impares consecutivos cuyo producto sea 323, 


19 


Ejemplo 2: 


Ejemplo 3: 


ECUACIONES CUADRÁTICAS 


Solución: 


Sea 


primer mimero impar 


siguiente número impar 


= x+2)=3B = x = (x+19Mx-17) =0 


5% 
Si x=17 => 1+2219 y la soluciónes (17.19) 


Un rectángulo tiene de lado £m más que otro; si su área es 204 m', 
¿Cuáles son sus dimensiones ? 


Solución: 


Sea 


anchodel rectángule 
x+5=longituddel rectángule 


Se desecha la solución negativa Por lo tanto las dimensiones del rectángulo 
son; ancho = 12m y largo = 17m 


Un aeroplano vuela 1280 millas contra el viento y luego regresa, en un total 
de 16horas. Encontrar la velocidad del aeroplano en aire tranquilo si la 
velocidad del viento es de 20millas por hora 


Solución: Sea: 


x Velocidad del aeroplano en alre tranquilo 
x + 20 = Velocidad del aeroplano con viento a favor 
x - 20 = Velocidad del aeroplano con viento en contra 


Ahora blen, el tiempo es espacio sobre valocidac: 


Tiempo deide 


Tiempo de egreso 


a d6 PO x+2S200+ 1260225200. 
PE] (+-20)(x+20) 

o 2500-16 (91-000) = 2520x=16 1" -6400 

= 161-2820 x-6000=0 = 4x1 -6301-1600=0 


ECUACIONES CUADRÁTICAS 


Se desecha la solución negativa, y por lo tanto la velocidad es de 160 


milas/hoca 
Ejemplo 4: — El producto de dos números reales es 352 y si el mayor se divide para el 
menor, el cociente es 2. y ol residuo 10.Hallar los números. 
Solución 
Ne mayor = x 
Dividendo _ ciones Besiduo 
Divisor Divisor 
HE tos + lOx => xi-10x-704=0 
EE 


y 
2) 


3 


4) 


Na mayor=32. , No menor==> 


IBLEMAS DI JCACIÓN | 


Encontrar dos números tales que su suma sea 1 y su producto sea 1. 


Encontrar dos números tales que su diferencia sea_1_ y su producto sea 1 


Encontrar las dimensiones de un rectangulo cuya area es ue 00 pulgadas cuadradas 
si su diagonal mide 13 pulgadas de longitud. 


Encontrar las dimensiones de un rectángulo cuya área es de 32 metros cuadrados si 
su perimetro mide 36 metros. 


RESPUESTAS A LOS EJERCICIOS: 


3) 12 por 5 4)(2,16)(16,2) 


12 
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4.8. ECUACIONES BINÓMICAS 


Son ecuaciones de la forma — x"+A=0. Su solución se basa en los siguientes pasos: 


a) Se hace 


b)  Sereemplaza 
(ay"ta"=0 = atyi+a"=0 = a i)=0 = y 
(Ecuación simplificada) 


€) Seresuelve esta última ecuación, y se reemplaza y 


Ejemplo 1 Resolver, P+5=0 


Solución: 


HEEE 


Ejemplo2: — Hallarlas raices cúbicas de 1 


ECUACIONES CUADRÁTICAS 


Ejemplo3: — Hallarlas raices cuarias de 1 


Solución: fT=x 
0 > (+ 


Ejemplo4: — Hallarlas raíces cuartas de -1 
Solución: 
== 
> (4 - 


eri 0 


DEBER No. 6: ECUACIONES BINÓMICAS 


Resolver las ecuaciones siguientes: 


1) xt-16=0 2 x 
3) 
8 £ 
Y y-ó 
9) — Hallarias raíces cúbicas de 8 


8l 4 x- 
8) x1'-62 


8) x'-729=0 


RESPUESTAS A LOS EJERCICIOS: 
e ia: 


3) 3-31) 
8) da; 11 43; 1-43) 
naar 80: 22854) PERES EEN 


2 2 


. 8) 
3+ 343 i3- 3V3 1 
2 2 


NS 


13 4] 10) f2v2; 242 2% ¡ ; -242 1) 
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4.9. ECUACIONES CÚBICAS 


Una ecuación cúbica es una ecuación de tercer grado que tiene la forma 
adrbirado 


La solución se basa en encontrar una raíz de la ecuación cúbica aplicando cualquier método 
de factorización, entre otros el método de la división sintética o el teorema del residuo, y 
luego dividiria para el binomio respectivo a fin de encontrar un trinomio cuya solución se 
efectúa con los métodos descritos anteriormente. 


Ejemplo 1 Hallar las raícos do P(x)=7+3x7-1-6 


Solución: las raices probables son (+14 
= Pl)=()+X0* (1-6 


Lo es raíz 


E E 


> PLY=-0 HDP —(2)-6=-8+1242-6=0 


2 es ral 


Six= 


Se divide simpliicadamente para esta raíz. x 


1-3 -1 -6 -2 (x+2) 
AC 
tE A 
Pu) 1651 Dla? +2-3) 
SiP)=0 => (DM r-3)=0 = 
x+2=0 => 
EI E 


Arid=0 > x 


Ejomplo2: — Hallar las raíces de Ps 


Solución: las raícas probables son (+1,22,23,26.... 


-9(3)+18=27-18-27+18=0 


1.2 -9 +18, 3 (x-3) 
3343 18 
$; 6 1 


PG) 27 -9x+18=(x-3 Mx? +10) 


SiP)=0 => (di +6)=0 > 1350 ¿0 +x-6=0 
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13=0 => 1=3 


d+x-6=0 => (1+3l4-2)=0 = x 


=> x6(-3,2 3) 
DEBER No, 7.; ECUACIONES C ÚBICAS. 


Resolver las ecuaciones siguientes: 


2i+9=0 5x+6=0 


-36x+36=0 


1) EX +láx 


a 9-20 limo 
qZS E 


1 


9 
7) 6x* 1157 +x+10=0 


11) 101? 331% +301-8=0 


RESPUESTAS A LOS EJERCICIOS: 


4) (-6,1.6) 


6) [-20,1) 
8) (-3.-3,5) 


J 
10) (- 


4.10. ECUACIONES RECÍPROCAS 


Son ecuaciones de la forma [ax* + bx? +cx* +bx+a =0) La solución se basa en obtener una 
ecuación equivalente para lo cual se siguen Tos siguientes pasos: 


a) Sedviden todos los términos para x2 3 arT+bxecro 


b) Seagrupan los términos en x* ylos términos en x ; are 


dy enoiocióaos ul o E cto cado ad pics 
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ECUACIONES CUADRÁTICAS 


Ejemplo 1 


Ejemplo 2 


Resolver 24+32 +41 +3x+1=0 


Solución Se divide para x* 


=0 = (uDu+)=0 


Resolver 2x% +11 x 


Solución Se divide para x* 


ez” 


Resolver las ecuaciones siguientes: 


ECUACIONES CUADRÁTICAS 


3= ++ 1=0 


TEN 


1) 12x*-56x +891? -S6x=12=0 =0 
3) edades » 
5) *-a0-20 -34+1=0 6) 23-91 +l6x? 914 
RESPUESTAS A LOS EJERCICIOS: 
2s5+Ya81 25-281 
au ALA 
a dis | 
E 
6) 12) 


4.11. SISTEMAS DE ECUACIONES CUADRÁTICAS 


Son sistemas de ecuaciones que contienen al menos 
ninguna ecuación de grado superior al segundo, 


una ecuación de segundo grado y 


lajios a 
4x9 =18 Pets 
Ejemplo 1 ye 5 ] MS 
2x+3y=12 | 20 ym 
CASO1: Resolución de sistemas que.contienen una ecuación de segundo grado y 
una de primer grado 
127 


Ejemplo 1 


Ejemplo 2: 


CASO 2: 


Ejemplo 1 


ECUACIONES CUADRÁTICAS 


Solución: Se resuelve por sustitución despejando una de las incógnitas 
en la ecuación de primer grado y sustituyendo en la de segundo grado 


Resolver: 


Solución: 


Pero y =1-x 
Parax=á =y=1-4 == y=-3 


Para x= 


La solución es: 


xi +Siy=6 
Resolver, 
x+y=5 
Solución y=35-. 
Fms-1)=6 => 1305 =6 
-4s = -251+6=0 
$x 4 
> (x 0 = 126 3= 
Paro y =5-x 
Para x =6 y >= y. 
19 
9% 
La solución es: (x,y)€ | (6,-1 21 
4) 


Las ecuaciones del sistema contienen solamente ecuaciones de segundo 


grado. 

Solución: — Este sistema se resuelve como las lineales resultando al 
final ecuaciones de segundo grado de la lorma —x* 

Resolver: 

Solución: Se cambia de signo la primera ecuaci 
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DEBER No. 9: 


La solución es: (2.26 ((3,1) € 


ECUACIONES CUADRATICAS 


) (631), (3-10) 


SISTEMAS DE ECUACIONES CUADRATICAS 


Resolver los siguientes sistemas de ecuaciones: 


1 


3) 


5) 


s) 


13) 


15) 


17m 


19 


6) 


8) 


10) 


14) 


18) 
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RESPUESTAS A LOS EJERCICIOS: 


Ene l(S.-s).(-si.si) 


)(4.2) 


(ye (( 


Y 
p 


nel 


+31, 1424), 6-41 


Gye((ri,4+31),G-1,4-31) 


(1,6 ((2,4).(-2,4),2.-4).(-2,-4 


(yel(2,1).(2.-0.62.),(-2.-0) 


Enea.) E1SA 


(A Ne(62),(3.-2,(-3,2),( 


A A 


mnels.-3),00 


(2)e ((1,2),(4,7) 


ayela2 


nel) 
(ne (12/2),.02,-42) 1,0),=1.-5)) 


(1.911€ ((/3,-5).(iN3,-5) (2,4).(2,4 


NENA 
cnelan a dE 


ECUACIONES CUADRÁTICAS 


DESIGUALDADES 


Caio 


DESIGUALDADES 


51 INTRODUCCIÓN 


En este Capítulo se analizará el siguiente grupo de axiomas que se refieren a un concepto 
por el que se establecerá una ordenación entre los números reales, con lo que se puede 
determinar cuando un número real es mayor o menor que otro, y entonces se hablará de las 
gosioualdados 


Para ello, supóngase que el conjunto de los números reales está formado por tres 
subconjuntos: el conjunto de los números reales negativos (R”), el conjunto formado por el 
húmero cero (0) y el conjunto de los números reales positivos R”, tales que: 


La siguiente notación es úti 


SI xe R” entonces diremos que xes negativo, y escribiremos que se lee * xes menor 


que O 


xe (0) , entonces diremos que el valor de x es cero 


ayor 


Si xe R*, entonces diremos que xes positivo, y escribiremos [+) OJgue se lee “xes 


que 0 


Entonces, para todo número real x se satistace una y solo una de las tres condiciones 
siguientes: 

a) Six(0 
b) Six=0 


€) Six)0 


52 AXIOMADE ORDEN 


jeros reales mediante la 
, lo que se escribe 


Se introduce. el concepto de “orden” en el sistema de los nú 
siguiente definición: “El número real a es menor que el número real 
a es un número positivo” [a(b <= (b-ajeR' 


amente, sl a 


el punto que representa 
la real está a la izquierda del punto 
al número b 


aa enla re 
que represe; 
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La expresión 


DESIGUALDADES 


a(b se escribe tambión como [2)a] qué se lee" es mayor que a 


Las siguientes notaciones son también usuales: 


B 


ab] para decir que a (b ó para decir que a)b 6 a=b 
Ejemplo 1: > — Las siguientes afirmaciones son válidas; 
a) 245 b4S4, 0) -65-3 d)5)-8 
Ejemplo2: — La notación x (5 significa que 
x es un número real menor que x(5 
AAN 
5, por lo que xestá a la 
izquierda de 5 en la recta real 
Ejomplo 3: — Valiéndose de la notación para las desigualdades, escribir las afirmaciones 
siguientes: a) a es menor que b, b) a no es mayor o Igual que b, c) a es 
menor o igual que b, d) a noes menor que b, e) ano es mayor que b 
Soi aja(b bla(b cash d) azb €) ash 
Ejemplo 4: — Insertar entre los siguientes pares de números el signo adecuado: - 
2329 b)- 077 3 
Sol. b)-4)-8 1 dy 
Ejemplo 5: — Escmbir las siguientes relaciones entre números reales con la notación de las 
desigualdades: 
a) y está a la derecha del E b) z está a le izquierda del O 
€) x está entre 3 y 7 dy westá enare 5 y 1 
Sol ay)8 4 Bly Dmx0 
No es usual escribir. 5) w) 
53 PROPIEDADES DELAS DESIGUALDADES 
Son verdaderas las siguientes afirmaciones paraa, b, c € R 
No PROPIEDAD EJEMPLO 


1) sia(byb(e = a(e 


2) sia(b 
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4) sia(byc(0 = acjbe = 4-2)5-2 
Siajó y e(0 => aclóe => IEA 
5) Sia(0yB(0 => ab)O = (2Xh=6)0 
Sia(0 y BO =» ablo = XD=6(0 
6) siaz0 = a*)0 
7) 10 
8) 
9) Si0atb 
10) 
Si0alb sols = 0 
1) asa salada 44 =s46 
12) sia(b = 3ceR/ alc(o SIE == 3SER/2(S(8 
13) yodo => arció=d 
9) > 
15) 
ajo y eJO 
Sia) y elo 
Sab y 
Satb y <(0 
[ Conclusiones: 
1) Sia ambos miembros de una desigualdad se suma o se resta una misma cantidad, la 
desigualdad no cambia de sentido, 
2) Si a ambos miembros de una desigualdad se multiplica o divide por una misma 
cantidad positiva, la desigualdad no cambia de sentido, 
3) Si a ambos miembros de la desigualdad se multiplica o divide por una misma 
cantidad negativa, la desigualdad cambia de sentido 
Ejemplo t — Demostrarquesi sí a(b y b(c = a(c 


Sol: Sia(b = b=aes positive 
Sible =  c-be posiivo 
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Ahora bien, la suma de dos números positivos es otro positivo: 
> (b-a)+(c- b)es positivo 


=> b-a+c-b es positivo 
= c-a es positivo 
=c-0)0 = ole 


5.4 INTERVALOS 


5.4.1 DEFINICIÓN: El conjunto de todos los números reales o puntos reales que están 
entre dos extremos o fronteras « y b se denomina intervalo, 


Examínese los siguientes conjuntos numéricos: 


Aj=Í[x12(x( 


An [x/2(x<5) 


Nótese que los cuatro conjuntos contienen 
excepciones posibles de 2 y/o 5. Este tipo de conjuntos se denominan intervalos, y los 
números 2 y 5 son los extremos de cada intervalo. 


5.4.2 CLASES DE INTERVALOS 


un interval 


abierio pues no contiene los extremos 


un Intervalo pues sí contiene los extremos 


4, esunintervalo cerrado pues contiene el extrem 
4. esun intervalo gerrago — abierto pues contiene el extremo izquierdo. 


bsérvese que en cada diagrama se encierra ol 
¡gmento entre dl Cua 
llenando el clrculo del ext 


m un circulo los 
ervalo Incluye 


emos 2 y $ y se repinta 
extremo, osto se destaca 


para designar un extremo able 
y un corchete normal para un extrem 


los intervalos siguiente: iva, y hacer su gráfico: 


”35 b) S=138 d) w 2 
O A 
3sl=b13(=(8) 3 
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7 -2 
Ejemplo 2: Esoribirlos intervalos sigul.entes en forma constructiva, y hacer su gráfico: 


2ms=(-22[ .07 


Ejemplo 3: Dados los números reales 2,5 y a (5, construir el diagrama lineal ce los 
cuatro imorvalos [0,6], [a,b(, Ja,6). Ja,.6| 


EN, 
XN/ 


55 INTERVALOS INFINITOS 
Los conjuntos de la forma: 


x/x M1) Bmla/x22) — Celsix(3 Delxixsé]  Exlx/x6R 


Exlx/xeR Ju]=om | 
Ejemplo 1 Expresar los siguientes conjuntos en notación de intervalos, y representarios 

grélicamente 
A=(x/x(3) Bix C=(x/x51] Delx/x)-1) 

Lal a 

3 
o. 
2 
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D=[x/x)- 


DESIGUALDADES 


Ejemplo 2 Representar 4, 8, 4UB, AMB y 4-2 en 

Sol: Para los extremos de los intervalos se puede establecer lo siguente 
UNION T 1 ] 
] 
[e e = 00 y e slo- . = ol 
je vo = eje no = ofje- o . 
ouvue =elogne = oJ0- e ol 
ouvo =o0olo po ojo - = o| 


Las im 


desigualdades que contienen incógnitas. S 


dos los valores de la 1 


propievades de las desigualdades y consiste en determin 
que verlique la desigualdad. 
[Ejemplo 1 Resolver 

Sol. 

Resolver 

Sol so +er+16=2:-5(3 


DESIGUALDADES 


€_IIAKAK<A 
En 


= 30). 


Ejemplo 3: Resolverla siguiente doble inecuación: -2(x-3(4 


Sol: — Sesuma3alos 3 miembros: -24+3(x 
> 1x0 Esto significa: x)1 y 


Obsérvese que que es la solución final 


Engenera: [de parra e ra lpeale sele! 


Esta fórmula puede presentar algunas variantes contorme se incluya n o no los extremos: 


Gre ana > sela=IMp=el 
—_ 
= relob| . ¡| 
eszsb maasa e xela=[0p=0] | 
— 
- g 
slo -MPSA 
hd —— 
a CA | 
rejas Mp=01 | ] 
rm 
a g ] 


Resolver la siguiente doble inecuación: ——5(x+2(1 


Sol: Sesuma-Zalos 3 miembos. 


Resolver Ta siguiente doble mecuación; 125, 


Sol; — Se divide para 4 a los 3 miembros: 


=> xe(-3-2] 


doble inecuación: 45-200 


Resolver la sigule 


me 


DESIGUALDADES 


Sol.: Se divide para-2 a los 3 miembros: 
221)-5 
Se ordena la desigualdad: -5 (x <-2 
1 ] — vv 
= 16)-5.2) 


Ejemplo 7. Resolver la siguiente doble inecuación 
Sol. Se suma 3 a los 3 miembros: 
2 (2x (8 
Se divido para 2 
Lx (4 
al A — 
= xel.s[ : > 
Ejemplo 8: Resolver la siguiente doble inecuación: 3 (S-2x (7 
Sol:  Seresta5 alos 3 miembros: 
8 (-2x(2 
Se divido para-2 
4)x)-1 
Se ordena la desigualdad 
0x4 
2 ral —_o o — 
Ejomplo 9; Resolver la siguiente doble inecuación: 1 
Sol: Estosignifica x(1 o x)7 


En forma de intervalos. | . La gráfica es: 


x6)-«J[U]Loe [=(2/(x(1)v() 7) — - — 


Engeneral:— [aJ)b e (av) e scl-=a 


1] 
1] 


Esta fórmula puede presentar algunas variantes conforme se incluya o no los extr 


Ma RR ir o _—_ > 
| C TUTe,+ o ? 
|azxzb e (Sa v(2b5) > x6),a Jul» —— o. 
. b 
E A nd 
| g 
[ox > ravaza e ralla] A 
Ejemplo 10; — Resolver la siguiente doble inecuación 32127 


Sol: Estosignifica x<-3 o x27 
En forma de intervalos; xe ]-»., 
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xe]-0.-3]U[1.0[ K— — 


Ejemplo 11: — Resolver la siguiente doble inecuación 1225 


Sol; Estosignifica: (x Y (125) 
Entorma de intervalos: xe ]-«=,-1]U[S,«* | - La gráfica es: 


1JU[5,e.[ ——_—_—__ 


16 ]-0. 


Ejemplo 12: Resolver a siguiente doble inecuación 32 


Primero se ordena la inecuación: 


a —— 9 
y 3 
Ejemplo 13 Resolver la siguiente inecuación: [ERE TERITE7 
Obsérvese que si absO [20160] vas 0) (62 0] 


= (ha-950 =la-120n(1-450)]v (a-150)a(x-42 0] 


>le=nars alv lsya(e24)) 
sella ]ulo) = xel14) 


La fórmula anterior puede tener varias variantes: 


a20),(<0)lvlta<0) n( 20] 
(a) 0) a (b(0yv lía (0) A(b) 0] 
a5z0 =[az0)n(620]ve0) (6 50] 
asjo =[1a)0a(0)0)v ke (0) a(b(0] 


Existe otro método más fácil que permite resolver expresiones similares o más complejas 
que las anteriores, que consiste en formar una Tabla de Verificación de Signos para cada 


binomio que asoma en la expresión 


Ejemplo 14 — Resolver la siguiente Inecuación (1-4) $0 


Sol: — Primero se calculan los denominados valores criticos igualando cada 
binomio a cero. En este caso, los valores crficos son (4 


Luego se forma la Tabla de Signos ubicando los binomios y los valores 
criticos correspondientes. Se determinan los signos en cada intervalo 
observando que sí x es positiva en el binomio, el signo antes de cada valor 
crítico es negativo. Para encontrar la solución, se toma el signo (+) sí el signo 
de la desigualdad es ()) 0 (2); se toma el signo () si el signo de la 


desigualdades (() o (S) 
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had pue ma e xe [1,4] 
-1)0-4)| + zo + 


En general, se tiene: 


mM 


«= xela.b] 


Si a(o y (aa s0 = asxsb 
e (20) e xela=[0)-=b] 


El gráfico solución es: 


Ejemplos: — Resolver la siguiente inecuación: —(4—IMx-4)) 0 


Sol: Como abjo =f(0)0)=(9)0)]vla(0 00] 
> (ena) 0 =la- 00-40) [e -4(0)] 
alu)naco alvli(Da xa] 


mx (Jr [0 Ja: [JUL] 


=+ x0 [)4,0e [)U[ ]-00.1 


Ia) 
x€ ( ]-e=1[U]4.o[) 


Otra forma de hallar la solución es usando la Tabla de Signos anterior 


Los intervalos señalados con la flecha son 
a | = =| + elintarvalo solución: [xe ]-*.1[Ul4.e 


Si a(é Y (=eXa-b)20 


e (rsavieo = 


El gráfico solución es 


Ejemplo 18; Resolver las siguientes Inecuaciones: 


a) (4x8) 50 


4Xx+8)) 0 


dí 


y la Tabla de Signos es: 


D) (a+4Xx=8) (0-0) (x-4Xx+8)>0 
Sol: — Los valores crhicos son: (-8-4) 
loves == + 

| | 

F Í 
Br] + | — + 


a : > 


Las soluciones son 
Inecuación 
8) (1+4Xkx+8) 50 
b) (x+4Xx+8) (0 
Cc) (1+4Xx+8)2 0 


9) (x+4Xx=8)) 0 
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Solución Gráfico 
S —_ o — 
sel-804] E > 
re Jet —o 
2 2 
se Poo 2U sl —  —  — 
Eo -8JUl-4.0 A > 


se bs [U]-4,0[ 


A estos mismas resultados se hubiese legado directamente usando las fórmulas (1) y (2) 


anteriormente descritas, 


Ejemplo 17 Resolver 


Te siguiente Inocuación: DAN IM) CO 


Sol.: Los valores críticos son: 


3.4) y la Tabla de Signos es: 


lle telel 
CN E E E 
| mm | + | + ]- | - | -— 
AA 


5.5.1 INECUACIONES CON TERMINOS DE SEGUNDO GRADO 


Se conoce que, sí + es un real diferente a cero, entonces 'su cuadrado es siempre positivo: 


Six=0, xeR = x?)0| Viceversa, si x”) 0, entonces + es un real diferente a cero 
Ejemplo Resolver 23s)0 bpaz0 orto dx 
Sol: ajx0 = xeR-(o 
b) = xeR 
0 => xe9 


dxs0 = xelo] 


Si se suma a x*un número que sea el cuadrado de cualquier real (excepto el x), incluido el 


cero, esta expresión siempre será positiva; 


ma de los cuadrados 


os números regles (excepto el caro) 


x*+a*)0| Consecuentemente, 


bar 


E siempre positiva. 
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Ejemplo 2: Resolver: a) x">4) 0, b) x%+420 cjx+3(0 


B d) +450 
Sol zeR 

=> 1er 

> xe 

= xe0 


Si en vez de suma! 


se resta a x%un número que ses el cuadrado de cualquier real (excepto 


el cero), esta expresión puede tactorarse y su solución se encontrará con las fórmulas (1) y 
(2) anteriores. 


Ejemplo 3: Resolver: 8) 37-4)0, ) 


2-420 )r-a(0, 0) 


Sol: ajx-4)0 = (x 


2Xx-2)0_ Valorescriricos= (-22) 
> xe]-e-2[U)20| 


= (1+2x-2)20 Valore 


JUl2.+[ 


eri cos 
xe)]- 


ia 0 = (x+2Xx-2X0 Valorescrí 


4 


dié-4so > <0 Valorescríticos= 


Si ahora se tiene un polinomio de segundo grado de la forma 
su discriminante 4? - 


+Bx+C, dependiendo de 
4AC pueden presentarse los siguientes casos 


a) Sia)0y 8 


AC es positivo, el polinomio tiene dos raices reales x, y x;, y selo 
puede factorar en la forma A(2=x, Xx La desigualdad correspondiente puede 
resolverse aplicando las fórmulas (1) y (2) anterioros. 


Ejemplo 4: Resolver a) x-4x+350 hb) x-4x 
Sol: a) 0 
B-4AC=16-1=4)0 = hay dos raices reales 
Se factora el polinomio y se obtiene: — (x 350 


Se aplica la fórmula (1) 


b) F-4x+320 


=| discriminante y las raíces son las mismas 
So factora ol polinomio y se obtiene: — (2=IMa—3)20 
Se aplica la fórmula (2) 28]-=sYU 


3, 


Si A)0 y B*-4AC es igual a'cero, el polinomio tiene dos raíces reales iguales a 


x, , y se lo puede factorar en la forma (1-x,)* que siempre es positivo o cero para 


cualquierreal 
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Ejemplo 5: Resolver 2) F=4x+420 bj -4x+4)0 
EJ 4x+450 bj” áx+ 40 
Sol: — El discriminante es Igual a cero y por tanto el polinomio del lado 
izquierdo puede ponerse en la lorma (x=2)* 
a) (20 =.xER Bb G-2)0 = xer-B) 
e -2s0 = x0b) dao == 100 
C) Si 4)0 y 8*-44C es menor que cero, el polinomio tiene dos raíces complejas; el 
polinomio se caracteriza porque siempre es positivo. como se demuestra a 
continuación: 
Ejemplo 6: — Demostrar que sí 4)0 y el discriminame B'-34C del polinomio | 
Y +Bx+C es negativo, entonces (xs) es siempre positivo “para | 
| a 
Sol: Ps 
Como B*-44C es negativo, el paréntesis rectanguar es una suma de 
cuadrados de la forma X* +D* que siempre es positiva. En resumen: 
Plo= ar +Bx=C AJO y BIRGAC(O, = P())0 YxeR 
Obsérvese que sl 8*-44C (0, entonces el polinomio. P(x)=4x' =Bx2C 
tiene raíces complejas. 
Ejemplo 7: — Resolver mE ] 
Sol: — El discriminante del polinomio es 8-44 ¿0 Por tanto 
el polinomio será siempre _—pesttivS” pa todo real 
+x-1)0 vreR 
dio = 100 
bss 120 >= :00 
Ejemplo 8: — Resolver a ] 
L 
Sol: — a) Se cambia de signo para obtener positivo el coeliciente de 1? 


1234) 0 


El discriminante del polinomio del lado izquierdo es negativo: 
TS —£(066) =8-16=-12 (0 
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Por lo tanto el polinomio es siempre positivo para cualquier r 
La solución será 1eR 


el cooficiente de «* 


b) Se cambia de signo para obtener pos 
2344 (0 


El discriminante del polinomio del lado izquierdo es negativa: 
B%-4AC "al -l6==12(0 


Por lo tanto el polinomio es siempre positivo y nunca negativo para 


cualquierreal, La solución será 


55,1 EJERCICIOS ADICIONALES DE INECUACIONES 


Sol 


0 = 2-120 
0O= 10 = 5 =x 


Debe excluirse el valor x=1por la división por cero. Los valores 


(0) y sutabia de signos es 


Las soluciones son 
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Inecuación Solución Gráfico 
a a E 
xe[0,[ y 1 
Ñ 3 
xeJos| y 1 
xe L=0]U]1ee[ O E 
-0[UJLe| —_—_— 
la- — Resotver y ED 
| xx-2) 
Sol: Debe excluirse los valores (02Jpor la división por cera Los valores críticos 
son (-10,,2) y su tabla de signos es: 
2 o 1 da 
101 | — “+ | + + + 
rn = = | - + - 
AA 
eno á [A + 
xx 2) ll _ 


Las soluciones son 


Inecuación Gráfico 


AA —Á 


xa-2) 


[4- — Resower a E (o 1) EE 
A P+D) 
Sol.: Debe excluirse los valores (0,2)por la división por cero. 
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La expresión (x+1)% es siempre positiva (excepto para :=-1 donde se hace cero). Las 
expresiones 1 y x*+x+1 son siempre positivas, por lo que su signo no altera a la 
tracción total y por tanto pueden excluirse de la misma. La fracción equivalente es 
(a-1 


cuyos. valores critzos son (12) y para su solución usamos la misma fórmula (1) 


que se usó para la multiplicación de dos binomios. 


La solución es: 


(1 


Obsérvese que en b) Incluimos a x=-! que le hace cero a la Iracción 


Otra forma de hacer este ejercicio es construyendo la tabla de signos 


ES a o 1 2 > 
5 == n z EM 
En ] + 20 DET TA FRE 


Resolver: a) Y -Sx:+650 b) 1? -S5x+6(0 


'omio se factora en 


(:—3Xx—2)y sus valores críticos son 


) se encuentra las 


Aplicando la lármula 


siguientes soluciones: 


Inecuación Solución Gráfico 
TE she mm 
MEETS zel2 : e 


D) (3-2 
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l6- — Resolver 


AN 


Se multiplica por -1 y se obtiene 


Esta es una desigualdad con valores críticos (-3-1) y Un valor prohibido 
por la división por cero, Aplicando la fórmula (2) se encuentra: 


Inecuación Solución Gráfico 
E 
a 3 
A 
>) E 
Resower: 
Sol; Esta es una desigualdad con valores arlicos 2,5) y vaores 
prohibidos ¿- ) por la división por cero. 3u tabla de signos es: 
an 8 Ed 5 E 
» 4 + . x 
== - : > + 
z 3 + + mn 
= + z 
; 
RITA) - + e AE: + 
Las soluciones son 
Inecuación Solución Gráfico 
a) sLaT 
2) y E] z =>. == ? 
0-13x+4) 
se ]-£ Muse! 
]-52[utsmtu 


ES 
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Obsérvese que b) es la misma a) pero aumentada los valores e 
por la división por cero. 


icos que no son prohibidos 


8 Resolver el sistema: 


Sol Como eix(b 


Llamando X, al intervalo solución de la primera inecuación, y X, al de la segunda 


AN 
Esta es una inecuación con valores críticos y valor 
prohibido (3) por la división por cero. Se aplica la fórmula (2) 


y se obtiene: 


Xp: > o 0 
Esta es una inccuación de valores críticos (3,5) y valor 
prohibido (3) por la división por cero. Se aplica la lórmula (2) 
y se obtiene: — X= ]o3 (U)S 0 

Porlo tanto X=X,0X,= 

Esta operación es más fácil hace 

A he 

Xy = loa [U]so 


E sistema simultáne 


de cada una de las 
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x7+2x-=4)0  Discriminante negativo. El trinomio es siempre 


me. 


positivo para cualquier real. = X, 


2xs4 


xs2 


DEBER No. 1: DESIGUALDADES 


Escribirlas afirmaciones siguientes con la notación de orden: 


8) xnoez mayorque y 0) rnoes menorquey C) r esmayoro igualquer 


2. — Entrelossigulentes pares de números, insertar el símbolo correcto < , 
as 80 28 E Cc). n/3 9) 2 e) Ta Lu 

3. Escribir las relaciones geométricas entre los siguientes números Utilizando la 
notación de las desigualdades: — > 
2) a estdala derechadeb D) a cd ela lequierda de y Y 
0) yestáentre=S y=8 E 

Hallar la solución de las siguientes inecuaciones y expresarla como intervalos: 

4 1-5>0 5 3x+5>x+7 

6 (s-iXi=3)>0 To Sa-1>0 

BO 2ó-S1-3 4xi+ 20% 

10 *isariz0 * 3 

12 arar Ia 4)>0 13 

14, A 


20. 


22. ai ar+ 3) - 


28, 


22 — 


Resolver simultáneamente: 


RESPUESTAS A LOS EJERCICIOS: 


1 2)x>y b)reyo)r 
2 as>-8  0%=8 
3 ala>b b) x<y e) =5 


ECUACIONES 


4 195 , 20 so 


8) 2<19 
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14, 


32 


34, 


36 


38, 


1 
(sv 123) 


Fa[U).0l 


xe bo -1/2JUB.el 


xeR 


Ju 


LU col 


JUL 


=l<x<l) 
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> se lol 


(1/-3<x<-2) 


(x/x<= 


x6 UL 6-s[U)-2,e2 


x€ ho 3U)L2-11 


16 Le JUL Led 


se Lo ufo HJuts 


DESIGUALDADES 


5.5 VALOR ABSOLUTO 
5.5.1 DEFINICIONES 


El valor absoluto de un número real. x se denota por |x| y se define por: 


si x(0 Es decir, si x es negativo, | y si 
si x20] xesposltivo o cero, 
Esto sígnilica que ol valor absoluto de cualquier número real es siempre positivo o vero; 
O vxeR 
Ejemplos: Hallar: a) [2] 9) [- 9) o] 9 ==] 8 [3-8] 
1) 18-31 9)|-3-8]  m|- 
Sol. 


1|= 


ena a alar grite de a ore valo ao 


Tabla de valores: 


| 
Y 


/ 


Obsérvese que. Dom(|x))=R 


Ejemplo3: Calcular a) [4-7] B) [-4-7 
9 [al+ 
9 [3-8/-12-1 h) lI-3)-1-9 


Sol 
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ES 


Ejemplo 4: — Resolver a) |z 9 jal=s 


Sol: — Obsérvese que si |x|=a, «20, entonces ; puedo adoptar dos 


valores: <a y-03  Jaj=0,a20 => xeta,+0) 


criterio, las soluciones serán: 


=4 => xej42) 


1 | = xeb3s) 


5.5.1 TEOREMA FUNDAMENTAL DEL VALOR ABSOLUTO 


Soa a)0 , Entonces se cumple ol siguiente teorema: 


[sa e =as:Sa D) |s[22 > =a2x2a 


fa go 
Domosiración e): — Deja detnición de valor assolto so tiono: [aj [7% * +00] 
2 sí 120] 
8)Six(0 =|xf-=x,yportamto |a[se e =xSa e x2-a 
B)SI2)0:= |xpx,yporiento |a[sa e +sse e ese 


Combinando a) y b)setiene; — |x[Se «=> (x2-0)n(x<a) 


Ix[sa => -asx<0) 


La demostración de la fórmula 2) se deja para el estudiante. 


Estas dos iórmulas fundamentales pueden expresarse de varias maneras, ya ses como 


desigualdades o como conjuntos (intervalos) 
ajo 
D|xjsa «e -asxse sebas 
e —_ 
a a 
= (20950) 
E] 
> =[Mbea] sa 
- a 
= x6[-a.0)] E Lamjpa) 


A ——_ a 


-a bas a 
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s€ Jron-a Ult] 


En caso de que en estas dos fórmulas las desigualdades contengan sólo los signos (4) en 
lugar de < 6 >, deberá excluirse de la solución a los valores extremos. 


Ejemplo 1 Resolver a) |x]<s b) |x| (5 e) |x|25 9 |:1)5 
e n]rja-s 01) m) |x)=-5 
Las soluciones son: 
Gráfico 


Solución 


Inecuación 


0) |:)5 o ia 
e) |x|<-5 reo 
seR 
5 s 
m | eo 
EjamploZ Escribir los siguientes valores absolulos como dobles Inecuaciones y luego 
0) |:-3|(8 


hallar su intervalo solución: 3) |1|58 o) Jaja 


a |2 
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slu] 


[Ejemplo 3: 


Esaribir la: 


a) 3 (x(3 


siguientes inocuaciones con el signo de valor abpoluIo: 
b) 3(1-4(3 


C)-Mx(9 8) 25x58 e) T(x(A 


Sol: a 


el T(x(1  Seresta (7-1)/2 
Rosolver 
p) 
3 
Ejemplos: — Resolver: Ss 
Sol; jr 
Ejemplos: — Resolver y” 


So! 
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Soa X, el intervalo solución de la primera desigualdad, y X,el de la 
segunda desigualdad. Entonces la solución final es X =X, AX, 


= -6 


a solución final es X = 


Ejomplo 7: — Resolver 


fórmula 1) 


Sol; — Se despeja un valor absoluto y se apli 


ez DESIGUALDADES 


Kai 4x+12)S1-1= -a-12 
Xoxi x-1<1+12 = -1512 Esta proposición es verdadera, lo que significa que 
la desigualdad se cumple para cualquier real, y portanto x,¿ € R 


La intersección de estos intervalos la obtenemos gráficamente: 


20 2-11/2 ——_—_——_— Entonces: 
4 12 ue 
12€R __—— af 3 
ET rez 
XXX —_——_— 
a 12 12 
Xp r+2s lO ji=1] > [rl[stox > 6053 
Sean Xp, oliniervalo solución de . -(S=x)S1=1,y 


X ya el imtorvalo solución de — 1-158=x 


Entonces Xy =Xy¿MXya 


-] => Brasil > -8S-1 (V) > 1er 


EA 
La intersección de estos intervalos la abtenemos gráficamente: 


1 ER Entonces; 
' _—_-.— 


Gráficamente puede demostrarse que el resultado de esta operación deja la solución 


final 


55.1 METODO DE RECORRIDO DE LA RECTA REAL 


A más de la utilización de las fórmulas 1) y 2) descritas anteriormente, existe otro método 
para resolver inecuaciones más complejas con valores absolutos. El método consiste en 
Determinar los valores críticos de los valores absolutos y recorrer la recta roal considerando 
los signos de los valores absolutos en cada tramo. 
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Ejemplo 3 Resolver 


riendo la recta real 


Ta desigualdad del ejemplo 7 anterior 


|x+2|+| 4-1/510 


Sol 


Se comienza haciendo una Tabla de Signos para los valores absolutos, similar a la 
que se hacía cuando se resolvían inecuaciones. Par: 


1+2 | y]x=1] cuyos valores e 


ello, se observa que exisien 
cos son(-2.1) 


dos valoras absoluto 


Existen por tanto, tres intorvalos en la r 
inecuación 


PRIN 


INTERVALO: x(-2 6 


debemos que nos encontramos en ol primer intervalo ()- es porlo 
ue debemo! 'umplir las dos condiciones simultáneamente (intersección: 


' Por Fam] E 
NAS 
GUNDO INTERVALO 
le ubica en este intervalo, so observa que ol primer valor absoluto e den 
a NOgativa: 
Reemplazando: 
> (142) (SO => a+2aisi0 Esta proposición es 
dera, por lo que la desigualdad se cumple para toda + en este intorvalo, y por 


o la solución es el mismo inter 


CER IN 
Si se ubica en es! 
a cantidades positivas: x)1 => 


A 


plazando 


DESIGUALDADES 


] 


Pero debemos recordar que nos encontramos on ol torcer interval (x6 JL.[), por 
lo que se debe hacer cumplir las dos condiciones simultáneamente (Intersocción): 


+G=DSIO > qrederislo = 2559 = xe |-« 


o — 


Portamto X¿ ): 


1 p3 


Se ha recorrido la recta real a través de tres intervalos. La solución final se obtendrá uniendo 
las soluciones en cada intervalo: 


«UXpUX¿ 


Por tanto 


X=XUXUX, 


e 2 1 
Ejemplo2 Resolver la igualdad |x-2[=[2-4 
Sol; — Existen dos valores absolutos | 1-2 | y |z=4] cuyos valotes críticos son(24 ] 
— 2 4 A 
le=21 ]_= + + 
ls-81 ]  - z, E 


Existen por tanto tres intervalos en la recta real en los que debe analizarse la 
Inecuación 


a) PRIMER INTERVALO: x(2 6 x€]-0*,2[ 
Si se ubica en este intervalo, se observa que ambos valores absolulos corresponden 


avalores negativos: —x(2 => |r=2[=x-2) y |r-áje-ta-4) 
Reemplazando; 


(1-2) — (1-4) 


> 15112 = xe (1/2) 


Pero hay que recordar que nos encontramos en el primer intervalo ( xe ]-«>2.[). por 
lo que se debe hacer cumplirlas dos condiciones simultáneamente (Inersección) 
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—_—— 


2 ve 
a A Portamo X= lt 
ve 2 2 


SEGUNDO INTERVALO: 25x<4 4 xe[24 


'e intervalo, se observa que el primer 
ive y el segundo a una negativa: 


Si se ubica en est 
cantidad post 


= +(1- Esta proposición 


1e injervalo, y por 


por lo que la igualdad no se cumple en 


TERCER INTERVALO: 1) 4 0 xel40 


Si se ubica on este in 


$ positivos 4 a» 4 =(1-4) 
lazando: : 


Pero se debe record ja 


lo que se debe hace 


Si so ut 


A ) 


yos valores críticos son(-2. 


Existen dos valores absolutos |1+2 


un valor pro! 


a 


MER INTERVALO: x(-2 


er valor abs 'sponde a una 


este intervalo, se observa que el pr 
el segundo a una can 


DESIGUALDADES 


(-1+3), Reemplazando: 


4e+12 


se debe recordar que nos encontramos en el primer intervalo ( «e ]-e..-2| 
por lo que se debe hacer cum; 
(intersección) 


) 
las dos condiciones simultáneamente 


a) SEGUNDO INTERVALO: -2< 153 


Si se ubica en este intervalo, se observa que ambos valores absolutos corresponden 
a cantidades positivas: 
Reemplazando: 


+(x-2) y |-a-Aroas3 


Si se ubica en este intervalo, se observa que el primer valor absoluto corresponde a 
una cantidad positiva y el segundo 2 uns cantidad negatva: 
5 Reemplazando: 


Se ha recorrido la-recte real a 
las soluciones en cada interval 


se obtendrá uniendo 


[Ejemplo 4: — Resolver la desigualdad 2-|a|> [+ 


Sol, Este expresión es equivalente a [x=2|-faj22que es una 
desigualdad con 1os valores absolulos cuyos valores Gricos son 
[0-2). Su tebla do signos es. 
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Existen por tanto tres intervalos en la recta real: 


al PRIMER INTERVALO: x(-2 4 xe] [ 


Si se ubica en este intervalo, se observa que ambos valores absolutos corresponden 
a cantidades negativas; +(-2 = |r+2|=-(x+2) y |xf==x. Reemplazando; 


Ar+D+x22 => -1-2+122 = 024 Esta proposición es falsa, por lo tanto 
no hay solución en este intervalo: X= 


Si se ubica en este intervalo, se observa que el primer valor absoluto corresponde a 
na canti dad positiva, y el segundo a una cantidad negativa: 


25153 => |e+2fer(x-2) y [xi=-x. Reemplazando: 


+DIZL > 4x4 24122 = 2120 = 120 = re[0| 


Pero debemos recordar que nos encontramos en el primer intervalo (_xe [-2.0 ]), por 
lo que debemos hacer cumplir las dos cordiciones simultáneamente (intersección) 


= x=l0eMi-20] => x.=(0) 
e) TERCER INTERVALO: x)0 6 xe]00| 


Si se ubica en este intervalo, se observa que ambos valores absolutos corresponden 
a cantidades positivas: 1)0 => |r+2|=+(1+2) y |oie+z 


Reomplaza ndo; +(x4 
verdadera para cualquier real de este intervalo, por lo tanto la solución es el mismo 
intervalo: Xx =]0:=| 


121 = 1+2-121 = 222, Esta proposición es 


Se ha recorrido la recta real a través de tres intervalos. La solución final se obtendrá uniendo 
las soluciones en cada intervalo: 


x,UXUX,=0U(0UJ0.*[) = x 


Ejemplos: — Resolver la desigualdad 3 
Sol: — Esta desigualdad tiene dos Valores absolutos cuyos valores críticos 
son (13/2). Hay un valor pronibido (3/2) por la división par cero. Su tabla 
de signos es: 

E 1 3n . 


Lal 7 


Existen por tanto tres intervalos en la recta rea! 


a) PRIMERINTERVALO: x(1 ó xe 


DESIGUALDADES 


Si se ubica en este intervalo, se observa que ambos valores absolutos corresponden 
a cantidades negativas: x(1 => |x-Ij==x-1) y |2x-3P 213. 
Reemplazando: 


ad, 1 1 11 dr 2a 43 
“ns E Lo = 
03 2-33 233 30x-3) 
2 0 e E sales 
o Uy xe] .olu]3 | 


Pero se debe recordar que nos encontramos en el primer intervalo ( xe ] 0,11). por 
lo que se debe hacer cumplir las dos condiciones simultáneamente (intersección): 


-olu]z 


Gráficamente: 


o a ES Portanto: 


2) SEGUNDO INTERVALO: —1<133/2 6 xe[13/2] 


Si se ubica en esto intervalo, se observa que el primer valor absoluto corresponde a 
una cantidad positiva y el segundo a una negativa: 


XL om [x= lf=+(=1) y [21-3|=-(21=3). Roemplazando: 


21 


1 
> 
3 


Pero se debe recordar que nos encontramos en el segundo intervalo ( «e [1 


por lo que se debe hacer cumplir las dos condiciones simultáneamente 
(intersección. 


Reemplazando: 
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Y 


DESIGUALDADES 


Pero se debe recordar que nos encontramos en el 1er: 


lo que se debe hacer cumplir las dos condiciones simultáneamente (intersección). 


Gráficamonte se demuestra que asta intersección es: X= |3 «| 


Se ha recorrido la recta real a través de tres intervalos. La solución final se obtengrá uniendo 


las soluciones en cada intervalo: 


5.7.4 EJERCICIOS DE DESIGUALDADES Y VALOR ABSOLUTO 


1er 1016 


(63—SK2x+1)(-0 


Se 
neg 


Se reemplaza 


DESIGUALDADES 


-Dila-2)) (144) <5 = =x2455 = 14-750 


m 


trinomio tiene como raíces 


y por tanto xe [| 


Pero se deba recordar que nos encontramos en el primer intervalo (e Juan, 4 |), 
por lo que se debe hacer cumplie las dos condidones simultáneamente 
(intersección) 


1.3.5.3 


]-ws| — Estaintorsección no existe y poriamto X, = 


a) SEGUNDO INTERVALO: -4SxS1 4 xe 


Se observa que los dos primeros valores absolutos corresponden a car 
negatias, y el tercero a una cantidad pos 
4sx(1 = |x-1 


itades 


Reomplazando: 


Dints= 


Pero se dabe recordar que nos encontramos en el segundo intervalo (xe[-4.1), 
por lo que se debe hacer cumplir las dos condiciones simultáneamente 
(rniersección) 


b) TERCER INTERVALO: 1(x(2 6 


En este intervalo se observa que tanto el primero como el tercer valor absoluto 
toresponden a cantidades positivas, y el segundo a una cantidad negativa: 


2D y la+rsb+(:+ 4 


(2 = la-l 
Reemplazando: 


(a 2))+(1+4) 55 


Pero se debe recordar que nos encontramos en el tercer intervalo ( xe J1,2[), porto 
que se cebe hacer cumplirlas dos condiciones simultáneamente (intersección) 


TES Xx 


€) CUARTO INTERVALO: x2>2 6 xe[2w 


En este intervalo se observa que todos los valoras absolut 
cantidades positivas: 

122 09 [a=lle+r=I) . Ja-2fe st 
Reemplazando: 


los corresponden 4 


+4=+r(x+4) 
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DESIGUALDADES 
Pero se debe recordar que nos encontramos en el cuarto intervalo ( xe [2,eo[), por lo que 
se debe hacer cumplirlas dos condiciones simultáneamente (Intersección) 
=> X¿=(l2e| = X¿=09 


Se ha recorrido la recta real a través de tres intervalos. La solución final se obtendrá uniendo 


las soluciones en cada intervalo; X =X¿UX¿UX¿UX¿ = 0UÉJUPUO = x= 
Resolver la desigualdad | x+|x] [$6 
Sol: — Podemos considerar que esta Inecuación tiene un valor absoluto (|x|) cuyo 


valor critico es (0). Su tabla de signos es: 


+ o “- ¿ 


a > : 


Existen por tanto dos intervalos en la recta real! 


a) PRIMER IN 


VALO: x (0 0 


Se observa que el valor absolut 
Reemplazando: 


corresponde a 


(1) a-ajs6 = [0/s6 'a proposición es verdadera 


en esto intervalo, por lo que la solución es el mismo Intervalo: X¿ ===. 


b) SEGUNDO INTERVALO: x20 ó x 


Se observa que el valor absoluto correspon 
:. — Reemplazando: 


una cantidad positiva: 
120 = [x 


sLe6 a 


(Is6 = |x 


[0.wo[), por lo que se 
sección) 


Pero se debe recordar que nos encontramos en el interv 
debe hacer cumplir ias dos condiciones simultáneamente (int 


= X»=[-33)nl0*[ = xp +l0 


)n final se obtendrá uniendo 


== X=La3 


Se ha recorrido la rocta real a través de dos intervalos. La sol 
las soluciones en cada intervalo: X =X,UX¿=]-«=0|U|O. 


Esta misma inecuación puede resolverse mediante las fórmulas 1) y 2): 


sia)0 y |xjsa e -asxsa sinjo y Jalea e -azsza 


= |xulljsó > -6sx|x56 


Sean X, elintervalo solución de -6Sx+|x| 


elintervalo solución de x+lxis6 


Entoncesla solución total es: MX 
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Xi 


DESIGUALDADES 


=6sxHa] => [sf26x => —(6-0)212-6-x 
Sean — X,; elintervalo solución de — —(-6-)2x 
X «2 el intervalo solución de. — x2-6-x 
Entonces X,= Xq UX az 


Kai 6rx2x = 620 (verdaderó = xgER ó Xo=R 
Xai aba > 226 => 1:23 => X9-L30[ 
a Xa=XgUX a =RUX o => Xo=R 


mxo == [xis6=x = —(6-1)S1S6-x 


Sean — Xp, elintervalo solución de —(6-x)<x,y 
X 42 elintervalo solución de — 1S6-x 


Entonces Xp =X MX 2 


Xu H6=3)Sx == 6951 => -6SO (verdadero) — Xp =R 
Xal xS6x = 256 = 133 => X29=)-w3] 
> X= XX =RM]-e3] = x,=)-03] 


Finalmente X=X ¿Xp =R]==3) = x2]-03] 


Resolver la desigualdad |x+2[+2x+1 S|x+5| 


Sol: Esta dosigualdad tiene dos valores absolutos cuyos valores criticos son 
(-s,-2). Su tabla de signos es; 
ES] z > 7 


E] - > + 


Existen por tanto tres intervalos en la recta real: 
a) PRIMER INTERVALO: x(-5 ó xe)-0-S| 


Se observa que los dos valores absolutos corresponden a cantidades negativas: 


x(=5 = |e+si=4x+5) , [x+2/=-x+2) . Reemplazando: 


ADIDAS ARES) e ales Ss GA 
= Xy=)]--2 

Pero se debe recordar que nos encontramos en el primer intervalo (xe ]-e»,-s [), 

por lo que se debe hacer cumplir las dos condiciones simultáneamente 

(intersección): 

Xanlo2iloos] > Xp =]-0-s| 


b) SEGUNDO INTERVALO: -5<x<-2 6 xe[-s, 


Se observa que el primer valor absoluto corresponde a una cantidad negativa y el 
segundo a una positiva; —-SSx5-2 => |x+S|=+(145) . |e>2e-(242) 


DESIGUALDADES 


Se reemplaza: 


1Sx+5 = 056 (Verdadero) = 


Xp =|- 


TERCER INTERVALO: x)= 


Se observa que los dos valores absolutos corresponden a cantidades positivas: 
[+2 +(x+2) 


1)-2 => |1+Sj==x+5) 


—Reemplazando: 


Pero se debe recordar que nos encontramos en el primer intervalo ( x€]-2,we]), por 


lo que se debe hacer cumplir las dos condiciones simultáneamente (intersección); 


X=) 1I0]-20 


Se ha recorrido la recta real a través de dos intervalos, La solución final se obtendrá uniendo 
las soluciones en cada intervalo: 


52JUl-21) == X=bes 


5. Resolver la desigualcad |4x+ 


lente a |4x+lx+1llx=1]] SI que es una 


Sol; — Esta expresión es equva 
desigualdad que eno dos valores absolut 
(SII). Su tabla de signos es 


« -1 ' - 


5 valores crílicos si 


Exasten por tanto tres Intervalos en la rocta real. 
8) PRIMER INTERVALO: 4 (=1 9 xe]-0-1 


os corresponden a cantidades negativas: 
Reemplazando: 


Se observa que los dos valores absol 


xl => [ell=trrl) o. fant 


si > ha 


Eanier=1 


lsn o pisar 


A 


Esta última expresión se resuelve aplicando |x|Sa «=> —« 


¡ 

O 

pete : 

Sean Xy alitenalo soluciónde — 115% + 
Y, elintervalo solución de — 19+4x-1<1 
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Entonces la solución es: 


DESIGUALDADES 


UA 


Xx =sit+trl = rar Oz0 


El discriminante de este polinomio de segundo grado es negativo, por lo que el 
polinomio será siempre positivo para cualquier real. Entonces Xy =R 


2: arárlsll = 44x-1250 => (x+6Xx-2)50 
E-s2) 


X, 


> X =X 40% E-o2] 


Pero se debe recordar que nos encontramos en el primer intervalo ( x€ ]=»*.-1[), 
por lo que se debe hacer cumplir las dos condiciones simultáneamente 
(interse=ción): 


X= [-62 


xo=[-6cl 


b) SEGUNDO INTERVALO: —1<x<1 4 xe[-1 


Se observa que el primer valor absoluto corresponde a una cantidad positiva, y el 
segundo a una cantidad negativa: 15151 = [x+lj=+x+I) 0 [elle 
Reemplazando: 


jeta] sm > fuotals = [tracejsn 
Esta Úlima expresión se resuelve aplicando |x|sa => -asxsa 
paraccjín e 1 

Sean Xy elintervalo solución de — —11<-x7+4x+1, y 


Paris! 


X,2 el imervalo solución de 


Entonces la solución es 1 0% 


ji start = age 1220 => 41250 


= (óxx+2S0 == Xp 


Xi rarrisil > 2 7-4x+1020 


El discriminante de este polinomio de segundo grado es negativo, por lo que el 
polinomio será siempre positivo para cualquier real, Entonces Xy =X 


>= X=Xx NX 2,6]0.f=[-2,6] 


Pero se debe recordar que nos encontramos en el segundo intervalo ( xe [-1,1]), por 
lo que se debe hacer cumplir las dos condiciones simultáneamente (intersección): 


[-26J0l-10] = x=[-11] 
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DESIGUALDADES 


€) TERCERINTERVALO: x)1 6 xelel 


Se observa que los dos valores absolutos corresponden a cantidades positivas: 
x)l 0» [xoljerred) , |x-lferíc=1) - Reemplazando: 


lix+le+nla-0]| <1 = Jixexr si 


jon > 


Esta última expresión se resuelve aplicando |x|<a « -asxsa 


o 

Sean — Y. elintervalo solución de — —1sx37+45-1,  Lasolución es 
e XX MX a 

y X2 Olintervalo solución de. —x7+4x=1SI 


aio —Msirtl > a+ 4x+1020 


El discriminante de este polinomio de segundo grado es negativo, por lo que el 
polinomio será siempre positivo para cualquier real. Entonces Xy =R 


irdrlstl > 4d 1250 => (x+6xi-2)50 


Pero se debe recordar que nos encontramos en el tercer intervalo ( x€ ]1,+e[ ), por lo 
que se debe hacer cumplir las dos condiciones simultáneamente (Imersección); 


-62)01= 


Se ha recorrido la recta real a travós de dos intervalos. La solución final se obtendrá uniendo 
las soluciones en cada intervalo: 


X= xUXUX, =|-6-U[-11JU 


Resolver la desigualgad [2x-3+]2+2[[241-3 


Sol 


Podemos considerar que esta Inecuación tiene un valor absoluto (|a-+2|) cuyo valor 
crítico es (-2). Su tabla de signos es. 


Existon por tanto dos intervalos en la recta real 


al PRIMERINTERVALO: 1 (-2 ¿ xe]-0-2| 


Se observa que el valor absoluto corresponde a una cantidad negativa: 
x(-2 = |x+2)=-4x+2).  Reemplazando: 
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DESIGUALDADES 
|2x-3-x-2/24x-3 = |r-5|24x-3. 
Se aplica |xJ24 «> -a2x2a: — |x-5p4r-3 e (ta-D2x-524x-3 


Sean — Xq¡ olintervalo solución de — —(4x-3)2x 
X ¿2 el intervalo solución de — 1-5241-3 


Entonces la solución es: 


Kal —4x+3)2a=5 » -S12-8 


Xal 1252413 => -122= 


Pero: se debe recordar que nos encontramos en ul Intervalo ) 2, por lo que se 


debe hacer cumplir las dos condiciones simultáneamente (intersección): 


a 
|- 


b)  SEGUNDOINTERVALO: x2-2 ú xel-20| 


Se observa que el valor absoluto corresponde a una cantidad positiva: 
12-2 = |x+2=+x+2. — Reemplazando: 


|2x-32x+2]24x-3 = [3m-1]261-3. 
Se aplica |a]2a e -a2x2a [Bx-1p4x-3 e —(41-3)2h-124x-3 


Sean Xp, elintervalo solución de — -(4:-323:=1, Y 
Xyz eliniervalo solución de — 3x-124x-3 


Entonces la solución es; 


Xi AR +DEIL > 12 


Xp 3x-1244-3 => -122 => 


] 


Pero se debe recordar que nos encontramos en el intervalo xe [-2,0s|), por lo que 
se debe hacer cumplirlas dos condiciones simultáneamente (intersección): 


«2Mb-ae = x=[22) 


X= Xu Uk = |-=FJUl==21 > 


Se ha recorrido la recta real a través de dos intervalos. La solución final se obtendrá uniendo 
las soluciones en cada intervalo: 


X=XUX = e 2/U[-22]  = X=-=2 


m 


DESIGUALDADES 


Resolver la desigualdad (|x 


Sol, Podemos considerar que esta inecuación tiene dos valores absolutos 
(1x1 »[x-1]) cuyos valores críticos son (01) y la siguiente tabla de signos: 


— 0 1 - 


Existen por tanto tres intervalos en la recta real! 
a) PRIMER INTERVALO: x(0 6 xe]-=o[ 


Se observa que los dos valores absolutos corresponden a cantidades negativas: 
(0 = laje=a . la-i]=-t3-1.  Roemplazando: 


<0 


Earth lar 20 => Extalirra20 > —(04)20 = 3 
= 154 = 100) 


Pero se debo recordar que nos encontramos en el intervalo _xe ]-«0|), por lo que 
se debe hacer cumplirlas dos condiciones simultáneamente (intersección) 


> Xola] 


b) SEGUNDO INTERVALO: 0sx<1 0 se[o1 


Se observa que el primer valor absoluto corresponde a una cantidad positiva, y el 
segundo a una negativa Osx<l = [xr . Ja-ll=(=1) 


Reemplazando: 


xr(x—1) 4=x)20 => ( 


Pero se deba recordar que nos encontramos en el intervalo e [01)), porlo que se 
gee hacer cumplirlas dos condiciones simultáneamente (Intersección) 
e A ás 
1 


> xw=[ La ]nío 


o) ERV, 


Se observa que los dos valores absolutos corresponden a cantidades positivas: 
TS . la=1]= Reemplazando: 


(11) k 


Pero se debe recordar que nos encontramos en el í 


ervalo xe ]1.o[). por lo que se 
debe hacer cumplirlas dos condiciones simultáneamente (Intersección) 


DESIGUALDADES 


Se ha recorrido la recta real a través de tres intervalos. La solución final se obtendrá uniendo 
las soluciones en cada intervalo; 


X=XUX,UX; 


DEBER N 'ALOR ABSOLUT! 


Resuélvase las inecuaciones propuestas, y expréselas como intervalos. 


1 q <3 
¡ 


» 
= 


ES 


= 


15 


17 


19, 


23. 


25, 


27. 


29. 


31 (Ja-1]-p-2]XJx=3]+]x-4])s 0 


RESPUESTAS A LOS EJERCICIOS 


1 =3<1<3 , (><), 16 33] 
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14, 


16, 


18. 


20. 


22. 


24, 


26, 


28. 


30. 


32093, 


82524, 


=4ex<b , 


xef/211/2) 


DESIGUALDADES 


- 2353) , xe[-33) 


<UL>), 15 Lo -U Boo] 
U«s-3U 29 . xe Le JUE cel 
(«s-8/U(x24) . e eo-8JUls.col 
(5-40 (x<6) , 1646 


(2-20 (s7 , xe[-27] 


(>-)N(<3) , 1674 


Gs U20 , xe Lo -JUlLol 


(>29)M(4<3) , xe Bol 
1 1 Ya 

mba). sell 
CAME: lo 


15 
CO 
seb=olu E Ju E. 17. 
xe Pool 19. 
16 -o5/2] 21. xeR 
xe (1) 23. 
xe Leo] 
25 
x€ )- 02] 27. 
xe|-4.16216] 4 
29, 
31 | 
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RELACIONES Y FUNCIONES 


á Cro 


RELACIONES Y FUNCIONES 


6,1, — INTRODUCCION: 


Las ideas de Relación y Función se presentan frecuentemente en casi todas las actividades 
de la vida real y se fundamentan en conceptos matemáticos.. 


La noción de correspondencia desempeña un papel fundamental en este concepto, Usted ya 
ha tenido experiencia con las correspondencias en la vida cotidiana, cuando establece 
relación entre individuos y objetos o entre elementos de dos conjuntos, O, aún entre 
elementos del mismo conjunto. A estas correspondencias se las estudiará como conjuntos de 
pares ordenados que cumplen ciertas condiciones 


62.  PARORDENADO 


Muchas situaciones de la vida real nos dan idea de lo que entendemos por par ordenado. Por 
ejemplo. 


+ Al considerar los números que determinan una tracción, es preciso mencionar primero el 
humerador y luego el denominador, entonces se forma el par ordenado ( numerador. 
denominador ) 


+ Al vestirse cada mañana primero van las medias y luego los zapatos y no al contrario; 
entonces se forma el par ordenaco ( medias, zapatos ) o conjunto de elementos en cierto 
orden, 


+ Cuando se solicita la hora que marca un reloj, y se responde que son las 9 y 10, se 
enuende que el primer número índica la hora y el segundo los minutos, y entonces se 
lorme el par ordenado (hora, minutos); obsérvese que si se responde 10: 09, esto significa 
10 horas 09 minutos, lo cual es diferente a las 9 y 10, 


+ Los nombres de Enrique Pérez Sevilla y Enrique Sevilla Pérez, no representan a la misma 
persona, por lo tanto los pares formados por los apellidos son dos pares ordenados 
úilerentes. - 


[6.2.1 DEFINICIÓN: Un par ordenado es un conjunto de das elementos en los cuales se 


respeta en forma irrestricta el orden de posición de dichos elementos. 


Si( a, b) es un par ordenado entonces el elemento u, se llamará primer componente y al 
elemento b se llamará segundo componente del par (a. b) 


Ejemplo + Plab) Ejemplo2— P(1,2) 
Ejemplo 3: P(S-7) Ejemplo 4: P(3,8) 
Ejemplo 5: P(3-8) Ejemplo SS: P(x, y) 
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il 5 A 


- RELACIONES Y FUNCIONES 


6.2.2 REPRESENTACIÓN GRAFICA: 


Cada par ordenado representa un punto del plano canesiano RXA. Ejemplo: 


PLA 


6.2.3 PRODUCTO CARTESIANO 


DEFINICIÓN: Sean A y E dos conjuntos. entonces el producto cartesiano de A y E que 
por 4 x 8, es el conjunto de los pares ordenados ( a, 5) tal que 


Simbólicomente AxB=((0,b)/0€ A y be E) 


Ejamplo 1 E bedj y B=tef) 


= (anta fibertas 


De este ejempl 


Observación 1: - Si el número de elos 
es a, entonces “A x 3 


plo anterior 


que 4 x E tione £x2=8 


elementos. 


REPRESENTACIÓN GRAFICA DEL PRODUCTO CARTESIANO 


CASO 1: 


Ejemplo 


CASO 2: 


ejes de 
omo en el ejemplo de la figura 
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RELACIONES Y FUNCIONES 


Ejemplo2: SiA 


ARE 


Ejemplo 3: 


Representación grafica: 


AXB 2 BxA 


CASO3: El producto cartesiano Ax 8 se lo representa también usando el diagrama 
de Venn - Euler o Sagital 


Ejemplot: — A= 


4):(3,5): 3, 6)) 


(2,8): (2, 5); (2,6): (3.3) 


Ax B=((1,5 


RELACIONES Y FUNCIONES 


Ejemplo2:— A=[oas)  A=(a103) 


AxXA 


Eíay, 1): (ay a): (03,4; 167.69) ) 


4 4 
AxA 
N===3 
4 E 
Ejomplo3: — A=(abe] B=1123) 
Ax B=( (a, DC. 2): (0,3): 6, 1): 0,25 (6, 3% (6, 1): (e 2D: (6,3) 1 


Ejomplos: Sí Am(/1Sx(4) y Be(s-25 


<3). hallar el conjunto producto Ax8 
sombreando el área apropiada en el diagrama cartesiano 


Solución: 


Ejemplos: Si 


hallar AxBxC usando el 
denominado "diagrama en árbo"" 


Solución 
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RELACIONES Y FUNCIONES 


DEBER No, 1: PARES ORDENADOS Y PRODUCTO CARTESIANO 


te 


Hallar los pares ordenados que corresponden 
en el siguiente diagrama de coordenadas: 


los puntos AP, R.P, qUe aparecen 


NU A 6d a 
| | R ) 
bl E 
¿EA + 
| 
o aa e 


See W=|Marco, Enrique, Pablo) y V=[Enrique, David), Hallar a) WxV b) VXW 


c) VxV 


Representar, sombreando el área apropiada, cada uno de los conjuntos producto 
siguientes, en un diagrama de coordenadas RxA 


Sea A=/23) . B=1135) . C=(34) Construir el “Diagrama de árbo” de 
AXBxC y averiguar — AXBXC 
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RELACIONES Y FUNCIONES 


Si con (a, h) representamos una tracción donde a es el numerador y 5 el 


¡Jenominador, que fracción representa: 


a)(8,3) b)(38) c)(0,5)  ó)(1.3)  ej(an) hía.0) 


Indicar el par ordenado que representan las siguientes fracciones 


ñ o 
a+ 92 
92 MLcon aso 


Determinar el valor de x que hace ciertas las siguientes igualdades: 


atxo D) 
1x4 84) 3)(-8 

e)(-8,15)=(x-20, 15 

Si A=(0) y B=(1 ), determinar: a) 4x8: b)ExA: CIAxA; d) BxB 


Dado ol conjunto X= (0, 1,2), determinar Xx X 


Si4=1:2,-1,0,1] y B=10, 1,2), determinar £ x A 


Dados M= lx es vocal |, N=[x/0(x(5x€Z| y 
determinar: 
a)MAM MAP CUPUN)AM Nx MU(LPAN) 


8) El número de elementos de los conjuntos dados en los lerales a), b). e), y d) 


Si el producto canesiano de dos conjuntos es Xx Y=|(S 5)45, 6) 
/0.6)1, encontrar los conjuntos X y Y 


SiA= |m,m.p. 0).B=1m.n) y C= (mn, ql. ¿Podomos concluirque EXC = AXA 


Luis dispone de Ires pantalonos y dos camisas, Si los pantalones son de color rojo, 
azul, y verde, y las camisas de color rosado y negro, ¿de cuántas maneras diferentes 
puede vestirse? ¿Puede visitar a Luisa durante siete días seguidos sin que se repita 
Una de las formas de vestir? 


Si un conjunto A tone 10 elementos y un conjuno 4 tiene 12 olementos, 
determinar o! número de elementos que tienen: 


a) AxB, b) BxB 8) BxA 


Si se lanza primero un dado y luego una moneda, determinar un conjunto que 


indique los posibles resultados (dado, moneda) en ese ordan ¿Cuár 
pueden obtener? 


¿Cuántos números de dos cifras se pueden brmar, de modo que la ci 
unidades sea par y la de las decenas sea impar? (Suponga que el O es pa 


RELACIONES Y FUNCIONES 


i 
RESPUESTAS A LOS EJERCICIOS 


A=46 . A=02 


2- a) WV=i(Marco, Enrique) , (Marco, David), (Enrique, Enrique), (Enrique, David) 
(Pablo, Enrique). (Pablo, David)) 
b) VXW=/((Enrique, Marco), (Enrique, Enrique), (Enrique, Pablo), (Davd, Marco) 
(David, Enrique), (David, Pablo)) 


e) VxV=((Enrique, Enrique), Enrique, David), (David, Enrique). (Davis, David)) 


3 
4 
AXRBxC 
3 0 a a 
2 Ns > E 
DA 5 15 Di 
1) Ninguna 
8)(11,22) — bI(2,11)  9(0.a) 2,1) e)(12,14) 
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daa) 
7 ajo Di 0)9 yo 9)12 
8. ajA (0,0) D) 8x A=((1.0)) 
C)Ax A= ((0,0)) 0) BxB=((1,1)) 
8-  [(0,0)40,1),(0,2),(1, 0),(1, 1).(1. 2).(2, 0).(2. 1).(2, 2)) 
10. (0,-2):(0, 12460. O)40,1),€1,-2)(d, =I)aC1, O) 12, -2)(2, =1962, O)(2, 19) 


[ta 0).(0.e)(a,1).(a,0),(a,),(e 2), (e,0).(6,5).(e.0).(e0),(i,0), 0,6), 0,5 
Lo). 


(a.5),(eS 


Me a) MM 


dosel (0 (o.0)(0.),(4.0). (4.0), (u,1)(u,0), (uu) 
(6.0),(1.5).(1.6).(0,5).(0,6),(u.5),(1.6)) 


b) MiP= lo 


(0/2). (1.0)(1,0,(1,0).(1,)2,0),(20),(20,(2,0).(2,4),(3,8),(5,0), | 
E) (PUNI)xM =/(3,9,(3,0), (3,4), (4,2).(4,€),(4,),(4,0),(4,4).(5,8),(5,0)(5,),(5,0). 
(5,4), (6,8),(6,e), (6,9,(6,0).(6,/u) 


5.5.6), (4,5), (4.6), (5.1), € 


((1.5,(1,6), 25), 0, 
((5.43.06.1),(62), (63). (6.4) 


6) (NxP)U(PN) 


8) 25, 10, 30, 16. 


12 

13 

14 6no 

15. AXB tene 120 elementos; ArBliene 144 elementos, 4x4 ene 100 elementos. 
16. 12 

17, números. 


6.3. — RELACIONES 
6.3.1, INTRODUCCIÓN: 
Uno de los aspectos más importantes de la ciencia, consiste en establecer relaciones entre 


dilerentes tipos de elementos, para lo cual en nuestro lenguaje usamos a diario expresiones 
que nos relacionan dos elementos, Por ejemplo: 


A cada persona le corresponde una edad, 

Tres es menor que diez 

A cada automóvil lo corresponde un número de placa 

A cada número le corresponde un cubo de dicho número, 
Quito es la capital del Ecuador. 


Una vez que se conoce una relación se puede hacor predicciones: 


+ Un químico puede usar una de las leyus de los gases para predecir la prosión de un gas 
encerrado, dada su temperatura. 


+ Un ingeniero civil puede usar una tórmuta para predecir la deflexión de una viga sujeta a 
diversas cargas. 


De lo anotado se puede observar que sise dispone de dos conjuntos, sean idénticos o no,so 
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puede establecer una relación entre sus elementos. Cuando se especifica claramente cuáles 
elementos de cada conjunto están relacionados entre sí, y de qué manera, entonces dicha 
relación queda caracterizada. 


DEFINICIÓN: Sean A y B dos conjuntos; se drá que los elementos del conjunto A (o 
Dominio), están relacionados con los elementos del conjunto 8, cuando 
existe una correspondencia entre dichos elementos, de tal manera que a 
cada elemento del dominio le corresponde uno o más elementos del conjunto 
de llegada 


Al haber definido el producto cartesiano A X B. como el conjunto de todos los pares 
ordenados tales que el primer elemento partenece a A y el segundo pertenece a B, se 
concluye que una relación R de A en 8. es un subconjunto del producto cartesiano A x B. 


NOTACIÓN: Simbólicamente la relación R entre los elementos del conjunto A y los del 
conjunto 8 se denota de la siguiente forma: 


RiA>B 6 R=íízylixe A: ye BnxR y) 


Ejemplo1: — Sean los conjuntos: A =[1,3,5|yB=( 1, 9.25 | y supongamos una 
relación R que establezca que los elementos del conjunto A son la raíz 
cuadrada de los elementos de 8. Entonces: 

A=(1,3.5] — B=(1925) 


Ax B=1(1, 501,9: (1,25): (3. 1):(3,9% (3, 25):(5, 1): (5. 9); (S, 28)) 


RN 3Re , 5R25 


Ra 1(1,10:3.9):(5,25)) 


; Sean dos conjuntos A y 8 y una relación R entre sus elementos que praduce un 
subconjunto G. Entonces el grato G es el subconjunto de los pares de A x B que 
cumplen una relación dada. 


Grafo 


6.3.2. REPRESENTACIÓN GRAFICA DE UNA RELACION ENTRE DOS CONJUNTOS : 
Una relación R entre dos conjuntos se puede representar gráficamente por medio de un 


diagrama sagital o de flechas, donde cada flecha indica la condición o propiedad de la 
relación. 
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Ejemplo 1 En el ejemplo anterior la representación gráfica sería 


13,5) — B=(1,9.25) R =((1, 10103, 9):(5, 259) 


4 B 


Ejemplo 2: Sea A=[12,3)  2=(1,2,3/,ysea Runa relación que establezca 
que lbs elementos del conjunto 4 sean menores o iguales a los elementos 
del conjunto 8. Entonces: 


i 

63.3. DOMINIO ( Dom(R )) Y RECORRIDO ( Rec(R )) DE UNA RELACION: 

[DOMINIO (Dom(R )) DE UNA RELACION: - 

[El Dominio de una relación es el conjunto formado por los primeros elementos de cada par 

ordenado de la relación R ] 

Ejemplo 1: Sitenemos una relación de 4 en 4 dada por, 

AR B=((1,1)(3. 9):(5, 25)), entonces 
Dominio de la relación = Dom(R)=11,3,5) 

RECORRIDO ( RecíR )) DE UNA RELACION: Ñ 

El Recorrido de una relación es el conjunto formado por los segundos elementos de cada par 

[ordenado de la relación A 

: Si tenemos una relación de 4 en 8 deda por 
AR B=((1,1)(3,9)(5,25),entonces 
Dominio de la relación = Dom(R)e ( 1,3.5) 
Recorrido de la relación = Rec(R )=(1,9,25) 

Ejemplo2: Sea 2.e,.p] ,8=[b,m, no) y una relación R que establezca que 
los elementos del conjunto 4 sea vocal y los elementos de 8 sea 
consonantes. Entonces 
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AR B= lía, biota mila.mdite, (em: (6, 9: (ID) (Em): (6) 
Dom(R) =(0,e,1) — Re(R)= (b,m.n) 
Obsérvese que:Dom(R) < A Reo(R) = 8 


En toda relación de A en 8 el Dominio es subconjunto de A o Igual a A y 
el recorrido es subconjunto de B o igual a 


Dominio de RE A, RecorrdodeR GE 


6.3.4. TIPOS DE RELACIONES 
RELACION DE VALOR ÚNICO: Considérense los conjuntos A y B: si al establecer la 
condición de relación observamos que los elementos del conjunto A se relacionan uno a 
uno con los elementos del conjunto 4 tenemos una relación de valor único, 


Ejomplo 1 Sean A=(12,3), B=[4,8) y la relación R que establezca que los 
elementos del conjunto 4 sean la mitac de los de 8. Entonces: 


Dom(R) 


RELACIÓN DE VALOR MÚLTIPLE: Sean los conjuntos A y 8; si al establecer la condición 
de relación observamos que un elemento del Dominio de la relación está relacionado con dos 
€ más elementos del Recorido tendremos una relación de valor múltiple, 


Ejemploi: Sean A=(1,2,3), 2=(4,8) y k relación: R que establece que los 
elementos del conjunto Ay B_ sean pares. 


Dom(R) =(2) , ReoíR)=(45) , 2R4 , 2R8 
R=((2,4),20) 
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6.3.5. PROPIEDADES DE LAS RELACIONES 


*  PEFLEXIVA: Una relación es reflexiva, cuando cada elemento a del conjunto A 
está relacionado consigo mismo. 


Dicho de otra manera, R es reflexiva si Yae A = (0,0)€ R 


Ejemplo: — Si A =[1,2,3]y R larelación deinida por el siguiente gráfico, entonces 
R esreñlexiva 


A R A 
Dom(R) =(1,23) , ReqR)=(23) ,1R1 , 2R2, 3R3 


R=1(1,19,02,2),(3,3)) 


Ejemplo 2: Sea A=[123.4) y una relación definida por R= (1.1), 04 
Entonces R' no esreflexiva pues (2,238 R 


41144)) 


Ejemplo 3; Sea A=[1234) y una relación definida por 
Entonces Ros relloxiva pues Vas A=> (4.0)e R 


=(..23,(33).(4:4)) 


+ SIMÉTRICA: Una relación es simétricasi (a,))e R = (bajeR 
Ejemplo + Sea A=[1234) y una relación definida por R=[(13),(4, ).(2.4).(2313.1)) 
Entonces R po es simétrica pues (32)e R 
+ TRANSITIVA: Una relación es transitiva sí cada vez que un elemento a está relacionado 
con ) y b está relacionado con c, entonces a está relacionado con e 


Ejemplo1: Si A =[1,2,3), y Runaretación definida por: m 


R=1(1,19,(1,2341.3),(2,2). 


Se observa que y 2<3 entonces 1<3 


Una relación es de EQUIVALENCIA si 6s a la vez reflexiva, simétrica y transitiva, 
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DEBER No, 2 : RELACIONES 
1. Dadoel siguiente diagrama sagital de una relación definida en el conjunto P: 
r 
a) Esoribir el conjunto de los pares de 
relación, E 
b) Determinar el conjunto de los pares de >, ) 


relación. 


2,3,4,5,6,7,8) se doline la r 


ión es múltiplo de* 


a) Escribir el conjunto de los pares de la relación. 
1 b) Hacer un diagrama para la relación. 

e) Determinar el dominio y el rango. 

4) ¿Es reflexiva? ¿Es simétrica? 


Para cada una de las siguientes relaciones, definidas en el conjunto de los números 
naturales. Indicar sí se cumple o no la propiedad correspondiente: 


Relación Refiexiva | Simétrica | Transitiva | Equivalencia 
Es igual z 

Es menor que 

Es menor o Igual 8 
Es divisor de 

Es múltiplo de 

Es la potencia de 

Es la tercera parte de 


4. La figura que se muestra a continuación corresponde a un cuadrado donde se ha 
designado a sus lados por 3, y 2 » y sus diagonales por a y bi además se ha 
trazado m paralelo a x. 


Y Considerar el conjunto P= (x, y, 2 w, a, b, 
< y id 


a) Escribir el conjunto de los pares de la relación. 
b) Dibujar un diagrama de la relación. 

e) Con base en el diagrama verificar que la relación es de equivalencia. 
d) Determinar las clases de equivalencias. 

| e) Dar un representante para cada clase. 


RESPUESTAS A LOS EJERCICIOS : 


Lor a 
1) 8) ((1,1,01.3)2,2),(3,1),(3,4),(4,:; b) Dom (R) = Rango (R) =P 
2) 8) 1(.2:03.3).4,4)(5,5),06,6).07.7)(8,8).(4,2)6.2).(8.2).6, 3948:4)1 
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b) 


9) Si; no. 
3 
Relación Rellexiva | Simétrica | Transitiva | Equivalencia 
Es iguala El El Si Si 
Es menor que No No El No 
Es menor o igual a E No Si No] 
Es divisor de Si No Si No 
Es múltiplo de El No El No 
Es la potencia de El No El No 
Eslatercera paris do No No No No 
4) ARANA a nm im, 0 im do dude) 


dz ba 
6.4. FUNCIONES 


$.4.1. INTRODUCCION: — Uno delos conceptos fundamentales on matemática es sin 
duda alguna el concepto de función. 


Establecer y manejar funciones es tan fun 
ciencia ar 
matemática, 


ental tanto para la ciencia pura como para la 
ada, por lo que se ha creído necesario desctbirias en el lenguaje preciso de la 
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Con el propésito de tener una idea sobre este concepto analizaremos los siguientes 
ejemplos 


Ejemplo: Un grupo de estudiantes se presenta a un examen de matemática y obliene 
las calificaciones dadas on la siguiente tabla 


Alumno | Calificación 
Pedro 4 
Enrique 7 
Rosa 
Tio 
Laura 
Andrés 
José 6 


Se sabe que se aprueba 6l examon con una calificación no inferior a 7 y que 
antos de iniciar el examen cada alumno puede obtener un puntaje que va 
desde O hasta 10, 


La relación“aprodé el examen con calificación de:* será: 


A B 


Laura: 


Andrés 


tot 


Se observa que a cada alumno le corresponde una nota única que es la que obtuvo en su 
“examen con lo cualsse tiene un par ordenado (alumno, nota) 


Ejemplo2: — Pormedio de una balanza podemos determinar el peso de un cuerpo sólido 
Aquí se distinguen 3 elementos: 


+ El conjunto de los cuerpos sólidas 
+ Labalanza 
+ Elconjunto de pesos 


Se cbserva que a cada cuerpo sólido le corresponde un único peso que se ha determinado 
'mediante la balanza, con lo cual se tiene un par ordenado (cuerpo, peso) 


En los ejemplos anteriores se observa que existe un agente que transloma al primer 
elemento del par enotro elemento denominadosu imagen 


DEFINICIÓN: Se Mama Función o Aplicación de un conjunto A en un conjunto lá loda 
hteladón f de A en B que cumple la condición de que cada elemento de A está 
Felacionado con un único elemento de A, Es decir, una función es una relación de valor Unico 
len la que a caca valor del conjunto de partida le corresponde uno y solamente un valor del 
[conjunto de llegada denominado imagen 
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Si «es un elemento del conjunto A, el elemento del conjunto 8. que le corresponde se 
denomina imagen de a y se le representa por fía) 


De lo anotado se concluye que todas les funciones son relaciones; pero no todas las 
relaciones son funciones. 


Observación 1: En f no debe existir dos pares ordenados con primeras componentes 
iguales y las segundas diferentes olo que es lo mismo a un elemento de 
A. no puede corresponder dos o más elementos del conjunto 3. 


| 


No es Función 


Observación 2: De acuerdo a la definición tenemos que uns función es una relación de 
valor único o relación funcional por lo tant su representación gráfica será 
de manera similar a una relación 


Si es Función 
Ha=x . f=y , fe 


Observación 3: No se debe confundir las símbolos / y /(x) puesto que / ('a función) 
denota el procedimiento, la ley, y /(x ) (la fórmula que define a la 
función) es el resultado de aplicar el procedimiento, la ley sobre el 
elemento x, y por lo tanto / (x) es un elgmento del conjunto 2. En 
consecuencia decir que y =x; /(x)=x%g(x)=x" son funciones, 
es incorrecto, pues no son sino el valor (imagen) que toman las funciones 
Ho 8, enel punto x 


Notación: — Paraindicar que f es una función de A en E se usa la siguiente notación 
T:A=5] queselee: *f es una función de A en E" 


Ejemplo3: — Sealafunción f:R—+R definida por la siguiente expresión 
2x+3 
F0= 1-2 


3x1 
É 


Hallar a) 72) DF) OJD DNA 
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Ejemplo 4; 


Solución: 


RELACIONES Y FUNCIONES 


Para hallar las imágenes de los valores indicados debe considerarse la 
fórmula correspondiente al intervalo al cual pertenecen dichos valores: 


2 
ESA 


oscusle al... 
[2er 3l,.. 


Nótese que solamente se ha definido una función f aunque se utilicen tres 
fórmulas para definir a / . Nose ha de confundir fórmulas con funciones. 


Sean los conjuntos A=(a,b.c)y B=([10). ¿Cuántas funciones diferentes 
de A en B existen, y cuáles son”. 


Dado que hay que asignar a cada elemento de A el 1 0.el0, existirán 2?=8 
funciones: 


o ws 


6.42. DOMINIO (Dom(!)) Y RECORRIDO (Rec(()) DE LA FUNCION; 


[DOMINIO ( Dom(f) ) DE LA FUNCION: El dominio de una función / de A en 8 esel 
[conjunto de partida A : Dom(f)= 4 


RECORRIDO ( Rec(f)) DE LA FUNCION: El Recorrido de la función / es el conjunto 
formado por las imágenes de los elementos del Dominio y puede o no coincidir con todos los 
elementos del conjunto de llegada; es decir, Recíf) E E. 


Ejemplo 1 


Considérense los conjuntos A=[23) y B=/459.17). y la función 
2. Determinar el Dominio y 


F=A-8B definida por la fórmula y =/(x)= 
el Recorrido de la función: 
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Ejemplo 2: 


Ejemplo 3: 


Ejemplo 4, 


Ejemplo 5: 


Dominio: 


RELACIONES Y FUNCIONES 


A=Conjumo de solida =Dom(S)= (23) 


nn B=Conjuntode llegada=(4.59,17) 


Rec(f)=[49) Rec(fB 


Sean los conjuntos A=(123) y B=([567) y la función — J:4=8B 
definida por la fórmula f(x)=x+4- Determinar el Dominio y el Recorrido 
dela función: 


Pr e A=Conjumode salida= Domf)=(123) 


B=Conjuntode llegada= (56,7 ) 


Rec(f)=B 


Sean los conjuntos 4=(0,.16) y B=[0-114-4) y la función /:4=8 
delimida por la lórmula /(x)=2WÍX . Determinar el Dominio y el Recorrido 


dela función: 


No es función pues los elementos 1 y 16 del 
> conjunto de salida tienen dos imágenes 


Sean los conjuntos A=(12, 234.567.8). y la relación 


Determine el Dominio y el 


/:A=B dofinida por el siguiente gráfic: 
Recorrido de la función: 


No es función pues el elemanto 4 del 
conjunto de salida no tiene imagen 
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li 
0. y X, la solución de Un 


o [l4-2)0)n(f4+2c0)lv [Jaj-2 


Sean —X,, le solución de.) 
X y le solución de [| 
tonces XXX. Ka 


O, y X yz la solución de Ja 2)0 
XX. Xi=XUX, 


ajo = po 


=:6X, 


Portanto Dom(f)= 


Se despeja y 


Como |x| es siempre posttivo o igual a cero: —= 


Dado que el denominador es siempre positivo, se tiene: 
222920 = 1-20 => yY-1s0 =(+X>-)<0 =ye[-11] 


es solo positiva. Emonces ye [04] 


Pero de Inicio y 
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Por lo tato Rect= [ou] 


Gráfico: 


Ejemplo 5: Hallar el dominio, recorrido y gráfico de la función delinida por la fórmula 
1 
Dominio: Existe un valor prohibido (x=0) producido por la dvisión por 0. Por tanto 
Dom(f)= R—(0) 
Recorrido: — Se despeja xi 


= yori 


Para que x exista, el tármino bajo el radical debe ser positivo o cero: 


y-420 = (y-2(y+220 > ye]-o-2]U/ 20] 


Porto tanto Reca ]-=-2]Ul 2. 


CLASIFICACIÓN DE FUNCIONES: 


1 FUNCION INYECTIVA: Una función /:4>B, es Inyectiva si a elementos | 
dilerentes del conjunto de partida 4 o Dominio de la función, le corresponden 
imágenes diferentes en el conjunto de legada_3. | 
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Observación 


Una función f:A-+8 es Inyectiva si on la relación f no existen dos 
Pares orgenados diferentes, que tenga la segunda componente igual 


Observación2: Una función —/:4=> Box inyectiva sí y sólo si satisface la siguiento 
propledad: SI a=b entonces /(a) + f(0) 
Ejemplo + Sean los conjuntos A=[2369) y p= 5.9,6128) y la función f:4=B 


delínida por latórmula __/(+)=x+3.Determine si la función es Inyectva 


1 


NE Solución: 
e: A elementos distintos del conjunto de salida 
¡A le corresponden imágenes diferentes en el 


conjunto de llegada. La función es Inyectiva, 


hora bien, sí A y 8 tueson cada uno el conjunto de los números reales, el gráfico de esta 
unción en el plano cartesiano Rxf sería: 


Para hallar 01 dominio de esta función, so observa que la variable x puede. adoptar cualquier 


valor real. Portanto, Dam(J)=R 

Para nalar el tecorrido de esta función, primero se despeja x y se obtiene Se 

Pbserva que y puede adoptar cualquier valor real. Portanto, Rec(f)=R 

Elemploz: — Seanios conjuntos 4=(2.-2.3.-3,5) y 8=16.11,27) y ona la unción 
J:A=3B definida porla fórmula f(1)=x2+2; determinar sl la función 


es Inyectiva, 


A —— B Obsérvese que elementos distintos cel conjunto de 


salida tienenla misma imagen: 


= [DLEDA Of 
+ 
PE La función no es inyectiva, 
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Ahora bien, si A y B fuesen cada uno el conjunto de los números reales, el gráfico de esta 
función f:R—>R definida por f(x)=x*+2 (que no es inyectiva) sería: 


sly= 100 


Para hallar el dominio de esta función, se observa que la variable x puede adoptar cualquier 
valor real. Portanto, Domf)=R 


P 


hallar el recorrido de esta función, primero se despeja x y se obtiene 


observa que debe cumplirse que y-220, 0 sea y22.Portanto, Rec(f 


CONDICION MATEMÁTICA PARA QUE UNA FUNCION SEA INYECTIVA, 


Habíamos dicho que una función /: A, es inyectiva, sí a elementos diferentes de 4 le 
corresponden imágenes diferentes de K, esto es: 
E EAEFEN ] 
En forma equivalente, Inyoctiva si 
>. 

Ejemplo3: — Dada R ofinida por fíx)=x+1, demostrar que f es 

Inyect 

Solución Sila función es inyectiva deba cumplir la condición: 


fix) / 


f. es inyectiva 


Ejemplo4: — Dadalatur 


f: KK dolinida por f(x)= cbmostrar QUe f es 


inyac 
Solución: —— Silatunción s Inyucilva det cumplirla condición: 
15050 
e de > atea 
A 
an ty > 1 marlen 


[64.32 FUNCION SOBREYECTIVA: Una función f:4=>B es sobreyectiva si y solo sí el 
Recorrido de la función es igual al conjunto de llegada: Reo(/) =8 
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RELACIONES Y FUNCIONES 


Observación 1: Una función f:A->B es Sobreyectiva si el Recorrido o Rango de la 


función es igual al conjunto de llegada; es decir, todo elemento del 


Conjunto de llegada es imagen al menos de un elemento del conjunto de 
partida o Dominio de la función, 


Observación2: Una función f: AB puede ser Sobreyectiva y no ser Invectiva. 


Observación 


Una función —f: AB puede 


or Sobreyectiva e Inyectiva a la vez 


Ejemplo 1: Sean los conjuntos A=(369)y B=(122436), y som la lunción /:4=8 


Gofinida por la fórmula /(x) =4x . Determinar sí la unción es Sobreyectiva, 
t 


pi ¡e E=Conjuntode llegadaz (12.24.36) 
3 12 Rec()=(12,24.36) 
6 2% => f es Sobreyecia 

s 36 


Ahora bien, si A y B- fuesen cada uno el conjunto de los números. reales, el gráfico de esta 
función en el piano cartesiano RuRsería: 


1oJ=áx 


0] 


Para hallar el dominio de esta fu 
valor real. Por tanto, Domff)=R 


¡ón, se observa que la variable 1 puede adoptar cualquier 


Para hallar el recorrido de esta función, primero se despeja x y se obtiene x=y/4 . Se 
observa que y puede adoptar cualquier valor real. Portanto, Ree(f)=R 


Ejemplo 2: Seanlos conjuntos A | y B=1[0,1,4] y soa la función 


f:A=8 detinida por la fórmula f(x)=x* Determinar si la función es 
Sobreyectiva, 


Le 
Z B=Conjuntode llegada=1014) 


014) 
Pp s => / es Sobreyecia 


RELACIONES Y FUNCIONES 


Ahora bien, sí A y B' fuesen cada uno el conjunto de los números reales, el gráfico de esta 
unción en el plano cartesiano RxR'sería: 


2 4 6 


Para hallar ol dominio de esta función, se observa que la variable x puede adoptar cualquior 
valor real. Portanto, Dom/)=R 


y - Se 


Para hallar el recordo de esta función, primero se despeja x y se obtiene x 
observa que debe cumplirse que y>0. Portanto, Rec(/)= 0,00] 


CONDICIÓN MATEMÁTICA PARA QUE UNA FUNCIÓN SEA SOBREYECTIVA: 


Se ha establecido que una función /: 4» B. es sobreyectiva sí el recorrido de la función es 
igual al conjunto de llegada : Real) = 2 


Dicho de otra manera, la función /: 41, es sobreyectiva si para todos l 
ye B existe un 1c A talque (1) 


En forma equivalente se dirá que para que /sea sobreyectiva, debe cumpli: la siguiente 
condición: 


JGo EA GOY ER 


Ejemplo 1 Dada la función /:R=R definida por y=/(x)=x+3, demostrar que f es 
Sobreyectiva. 


Solución: Aquí el conjunto de llegada es el de los reales. Para hallar el recorrido de 
esta función, primero se despeja x y se obtiene z=3=3 . Se observa que 


y puede adoptar cualquier valor real, Por tanio, Rec(/. 


A sor el conjunto de llegada igual al recorrido, la función es sobrey 


6.4.3.3 FUNCIÓN BIYECTIVA: Una función f:A->B. es Biysciiva S y solamente 
si es Inyectiva y Sobreyectiva 8 la vez. 


Una función es Biyectiva, sí url elemento del recorrido no es imagen de 
dos o más elementos del dominio ( función Inyectiva ); además todos los 
elementos del conjunto de llegada son imágenes del conjunto de partida, 
es decir, el recorrido es igual al conjunto de llegada ( función 
Sobreyectiva). 


Ejemplo + Sean los conjuntos A=[1,234)y B=(0,1,2,3). y sea la función 
delinida por latórmula /(x)» x=1. Determine si la función os Blyectiva. 
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RELACIONES Y FUNCIONES 


Solución: 


Elementos diferentes del conjunto de salida 
tienen imágenes diferentos en el conjunto de 


llegada, La lunción es Inyectiva, 


El conjunto de llegada es igual al recorrido. 


La función es Sobreyectiva. 


Por tanto la función es biyectiva. 


$.4.4 TRANSFORMACIÓN DE FUNCIONES NO BIYECTIVAS A BIYECTIVAS 


Ejemplo: Dadala función f:R-—R” definida por y= 


es o no Biyectiva 


Solución: El gráfico de esta función es: 


Eneste problema; Conjuntodesalida=Dom(f=R ,  Conjuntodellegadesk 


Para hallar el recordo de esta función, se despeja x y se analizan los valores de y 


E 


- 
Para que x exista, —2>0 = 
y y 


. ¿Es Inyectiva? 
Sia función es Inyectiva debe cumplir la condición siguiente: 


1) 


Por tantof no es inyectiva 


Obsérvese que el Dominio de la función está representado por el conjunto de 
los reales, y que para diferentes valores del Dominio le corresponden 
iguales valores del Recorrido, por lo tanto la función no es Inyectiva; sería 
Joyectiva si el Dominio de la función solamente estaría representado por los 


más el 0. 
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determinar sí 


<0= yejo1) . Portanto, Rer(s)=]0.1] 


RELACIONES Y FUNCIONES 


¿Es Sobreyectiva? 


Conjunto de llegada = A” 
Recorrido = Re e(/) =)0.1 


Estos dos conjuntos no son Iguales, por lo que la función no es Sobreyectiva 
Sería Sobreyectva si el conjunto de llegada fuera J01] en lugar de R' 


Conclusión: La función no es Biyectiva 


Observación 1: — Para que una función sea Inyectiva, si no lo es, se restringe el conjunto de 
salida, 


Observación 2: Para que una función sea Sobreyectiva, si no lo es, se restringe el 
conjunto de llegada 


En el ejemplo anterior: 


> J no es inyectiva, n| sobreyectiva, ni biyectiva 
> J inyectiva, no es sobreyectiva, ni biyactiva 

> no 8s inyectiva, sí os sobreyectiva, no es biyectiva 
> f1" Ulo)=]o es inyectiva, es sobreyectiva, es biyoctiva 


Obsérvese que todas estas funciones están definidas por la misma tórmula 71 


El gráfico de la lunción biyectiva /:RA"U(O)=]01] deinida por /(0=—_— está 


representado en el siguiente diagrama 


6.4.5 IMAGEN INVERSA 


n B, y ses De B. Entonces, 
genota por "(pj , consisto de los elementos dle A que ostán aplicados sobre /; esto 


Sea f una función de 4 imagen Invorsa de /, que se 


de 


le A que llenen a b como Imagen. Dicho más brevemente, 
B 


aquellos elementos 
si 


=S fi=lalxca, fa 


Ejemplo1: — Sealafunción /; AB definida por el siguiente diagrama: 
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RELACIONES Y FUNCIONES 


IN [16)=0] — [7 
= . Como (/6)=a| > 15M =x 
E] la=e]  [rá=¿ 
Ejemplo 2- Sea la función f:R—+ R definida por la fórmula f()=x?. Entonces 
1" (4)=[-2.2) pues 12 4 
/ O ya que no hay un € R cuyo cuadrado sea — 
6.4.6 FUNCION INVERSA: 
Sea /:4—=B . En general, ta imagen inversa f”'(b) puede tener más de un elemento, o 
ser el conjunto vacio Y. Ahora bien, sí f exuna función biyectiva entonces para cada be 
la imagen inversa. /”!(b) consta de un solo elemento de 4, por lo que fl es una función 
de Ben A quesedenomina función inversa : [728 = 4 
Ejemplo 1 Sez la tunci —B representada por el siguiente diagrama: 
A Le Ji fur 
E by.2) 
—: B=conjumode llegada=|a,b,c ) 


0.0.0), (2,0) 


es inyectiva pues elementos diferentes del conjunto de salida tienen 


illerentes imágenes en el conjunto de llegada 
/ es sobreyectiva pues el conjumo de llegada es igual al recorrido, 


Por tanto, $ es tiectiva y la función inversa ¡"1-8 34 existo: 
ñ 4 Play, fijes. yu 
Domf”y=[0,0,c) 
ÑW Conjuntode llegada=[x, y,2) 
lla.9.(d0.(e. 
Observación: — El Dominio de y es el Recorrido de /”!, mientras que el Recorrido de / 


constituye el Dominio de /-* 


Ejemplo2: — Lasiguiente función /:A>8 es biyectiva: 


A —> B fe)=1,f(b)=4, f Í(d 
Domf)=f0,b,c,d) 
B=conjuntode llegada=112, 3,4) 


Rec(f)=(123,4) 
f=[(a.D),(6,4),(c,3),(d.2) 


20m 


RELACIONES Y FUNCIONES > 


Poro tanto la función inversa /”!: BA existe: 7 


ius sd, 10) 
Dom f 
Conjumo de llegada 
Rec(/)=(0.b,c.4) 


(10.2..30).(4.b) 


Ejemplo3: — Seatatunción f: 48 definida por el siguiente diagrama: 


J:A=B no es inyectiva ni sobreyectiva, 
==] Por tanto no es biyectiva y /”' no existe 


PROCEDIMIENTO PARA ENCONTRAR LA FUNCIÓN INVERSA f 


Comprobar si la función es Biyactiva 


De la función y =f(x1 se despeja + en términos de y, yse obliene x= /() 


A esta expresión se la puede escribir de la siguiente forma: 


N=r( 


Finalmente se reemplaza y por x y se obieno: /“(x)=/(x) 


24-3. Siendo f biyectiva 


Ejemplo1: Sea /=R-R una función definida por f(x 
hallar una exprosión que defina a 7” 


Solución yo =2r=y+3 


y.) > 


Los gráficos correspondientes son: 


10 
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RELACIONES Y FUNCIONES 


Ejomplo2: Sea f:R=R una función definida por f(x) 
hallar una fórmula para [7 


Siendo f biyectiva, 


Solución: 


Los gráficos correspondientes son: 


6.4.7 FUNCION COMPUESTA 


Sean dos funciones /:4=8B y g:B=C 


Sea ae A, Suimagen /(a) está en 8, que es el dominio de definición de £. Se puede 
entonces hall f(a)). Se tiene entonces que a cada € A se le hace corresponder un 
2U(a) e C. En otras palabras, se tiene una función de A en C 


1 Esta nueva función se denomina. “tunción compuesta 
a e de / y g” ysela denota por (go f) 


Dicho de otra manera: 


Ed 


si / 


Ejemplo 1 


Ejemplo 2: 


Solución 


AB Y E:B>3C, = (go f):A=C está definida por [527 MeJ= ¿UTA 


RELACIONES Y FUNCIONES 


Sean f:A=B y £:8C dos funciones definidas por el diagrama: 


Hallar la función compuesta (£4J):4=C 


Solución: Obsérvese que las imágenes de las funciones / y y son: 


fa=y . ftr= 

s=r o. s)= 

Portanto: — (go /Xa)=8U(a)= 80)= 
(e Ub ESO) El) 


(0 Mo) =eM0N= E 


|/=ke,ib.=hte.y) 
Obsérvese que | h o = (g0f3= llas 
le= ln 


(610) 


Sean f-A=8 y 8: B=C dos funciones definidas por el diagrama: 


a) Encontraría función compuesta (40): AC 


b) Encontrar los dominios y recorridos de las tres funolones /, x Y xe/ 


a) (20 Ma)=gU (a) 8 (9) 


10 fX0)= 8/00) = gix 


po Mer= rl feh =ets)= 


Domkx)=45,y,2) . Dom((gu /)) = Dom 


Doml/)=(a,b.e 


Rec 


M=kxy) + Rees)= (1,51) . Recllgo/) = Recs 


funciones f:A=A y g:A=A dos funciones 


fo 16 
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Ejemplo 4 


Solución: 


Ejemplo 5: 


Solución 


Ejemplo 6 


Solución 


(0fXD 
ona 
(es 
(50 /K8) 
(60fX5 


Por tanto 


glx)=x 


(of kx 


(Lugx 


Sean las funciones f:R=R" del 


definida por $í 


(fegkx 


Soan las 


RELACIONES Y FUNCIONES 


(og) 


ox 
(PosX 0) 
(Lo = 16 0)=0 
(L08X8)= FlE(á)= [(0)= 
Los D=F 65) 


= 162 


EU) 


Y 6)=e (0 


1.03), (4,4), 
DAD), 33) (4,5), € 


(of 
(o 


g:R=R definidas por f(x) 


2. Hallar fórmulas para las funciones compuesta g0f y fog 


E Calcular (08) Y (0 /X0) 


TE [EA 
Vo af 


A? +1 


Amar il 


tunciones / y 4 getridas por /(0=H(x+x)) 


para x(0 
Calcular (fo gx) 


lx? para x20 
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RELACIONES Y FUNCIONES 


Para x20 = f(x 


=> (foo=fa 


para x(0 


> para 


Ejemplo7: — Calcular (gof)x) paralas funciones defi 
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RELACIONES Y FUNCIONES 


y 900) 


2 a lajsi 


a |up1 


-102,5.11) y sea la función f<W + R definida por f(x)= Y 
es el dominio de imágenes de la función. 


Determinar cuándo los diagramas siguientes definen o no una función de (1,23) en 


456 


Definir una fórmula para las siguientes funciones: : 


8] Hacer corresponder a todo número real por. f su cuadrado más 3 

b) A cada número real asignarle por 4 el número más ol valor absoluto del número 

€) Atodo número real mayor o igual que 3 asignarle por A el número al cubo, y a 
cada número menor que 3 asignarle por k el número 4 


Sealalunción y. £—R definida por g(x)= 


Hallar 8) g( D) 500) €) £(-2), Construir el gráfico - 
Sea T= -7 Calcular a) /(2) b) Y 
£6 cl fa . 

+5 x>9 | 

Sealafl xeL-9)) 

x<-9 
Hallar 2) D) ht e» 9) ARS) 
Sean X=(23) , Y=(15,5) ¿Cuántas funciones diferentes de X en Y existerí 

Construir los gráficos respectivos, p 
P 
207 F 


10 


12 


RELACIONES Y FUNCIONES 


¿Cuáles de los siguientes conjuntos representan una función? 


2) S=102,6, 


415,6)) D) e [ADDED AD] 


c) h=[0.4)(2-8),1/23,19)) 9) j=(0, 1, yeR, 


2114 =|») 


i=((y 


ek=(ayerts Y 


Soa f:iR=R definida por f(a)=a'+br> 
f0)=1 f0=JD /0/D+/G/2)=7, hallar f(3 


Si se cumple que 


Diga ¿cuáles de las siguientes relaciones son funciones? 


DARRO add D) fiR=R 


O f:R= 


ES dl fRSR 


Precisar el dominio de definición de las funciones definidas por 


2) fía) 
ex 


Establecer el dominio de definición de las funciones definidas como 2 continuación 
se indica: 


Observar los gráficos y determinar si son funciones: 
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RELACIONES Y FUNCIONES 


14 15, 16. 


10 


Determinar en que casos R corresponde a una función; 


17 R=(000..%0).(2,b),(3.0), 


1 R=(agcIn0D.as 


18. R= (228, (-1.-0,(00),10.08) 


») 


20, Re (2(-100-D.C10( 


Haller el Dominio y el Recorrido «+ la función. y determinar si es Biyectiva; además 
represente gráficamente las siguientes funciones: 


22 fR=R 


2. f:R=R 


Decir si las siguientes son funciones Inyectivas, Sobreyectivas, o Blyectivas 


24 23).B=(0,1,2.3.4,5,6,7,8,9]5 f2A=>B.f=109'y=2x+3 
25 JIRSR , fU0=x 

25 £) 

27 11)(01), f(09=(-1*)” 


28, fR=R O. (0) 


29, — Sean las funciones f:R=R y goR=R delinidas por f(x)=x*+30+1 


Hallar a) feg D)gof cigeg a 


30. Sean las funciones  f:R=R y £:R=R definidas por f(x) 


4 


+1. Hallara) (g=/)6) b) (L=glED) 0) (e Nes) a) (f<8x5) 


gl 


31. — ajGraficarla tunción f:R—»R definida por f(x) 


b) Resolver la ecuación f(x 


-4-h-a 


c) Resolver la ecuación 
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d) Resolver 


Sean las funciones 
Probar que 

a) 16)=7 
9) 66) 
9) ea) 


D els= 


Calcular (f <£Xx) (siempre que 
precisar el dominio de % 


RAR yg 


RELACIONES Y FUNCIONES 


inecuación —1S f(x)54 


R—=R definidas 


D) fs D)=2x +41+9 


g(x)esté en el dominio de cada caso, 


e 


da y ar 
PP 
Sean f(x)= P-3x+2 gl1)=21+ 


35 fuexo 
37. WENA 

38. E) 

38 2) 

40, [resorte fla 

Hallar f(x) sl 

41 +3. sablondo que 
; 6 

42. (frgXa)= sabiendo que — gía 
43, fo) = sabiendo que 


(0=xé; Hallar 


141 
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RELACIONES Y FUNCIONES 


Dado 8()=30+2, Al) =x+1 ¿hallar 
44, 

458 (far) 

46. (gel 

Sean fla) 5) 

47 (Logo 

48. (Seba 

42 (gehxz 


Enlos ejercicios, halle las funciones compuestas f «g y g of Halle el Dominio y el 


Recorrido de la tunción compuesta y evalúola entos puntos indicados. 


3x+10, hallar (0) y ¿UC 


51. f(x)=ax asb.c.de R, con o 


gl 


En el siguiente ejercicio halle. (Y +g +A) 


52 fa 


2, p=2 Y hs 


53. En los siguientes problemas hallar /”“(x) definiendo claramente el dominio y el dominio 


de Imágenes. Construir los gráficos de / y f7' 


-6 o) fia 


8) y=z ») y 


54, En los siguientes casos, determine si f es biyectiva. En caso afimativo, calcule /”* y 
hagalos gráficos de f y f7 


8) f(x)= 


RESPUESTAS A LOS EJERCICIOS 


1 F(W)=10:5-2,08) 
2 a) No es función, El elemento 2 no tiene imagen 
b) Si es función 
€) No es función El elemes 


1 tiene 2 Imágenes 


4 [9 
3 a) fas D) gla)=x+ e) h(x)=4 
$ lx mt 
4 ato Dr2 0)0 
5. a)1  b)Noesiá definida —c)2%-8141 e =151<7 
2n 


a 


PT 


E 


12. 


13 


2) 6 b) 29 e)-18 
9 funciones 
8), b), d) son funciones 9. 


b) y e) son funciones 


re 


xeR 


si 


si 


Rect 


No es Biyectiva 


Dom(/)=R, Rec(1)=R", No os Biyectiva 


Es Inyoctiva y no Sobreyectiva 


Es Biyectiva 


Es Inyectiva y no sobreyectiva 


No.es Biyectiva 


E 


RELACIONES Y FUNCIONES 


Dom(()=R, Recíf)=A, — Sias Biyectva 


RELACIONES Y FUNCIONES 


28. — EsInyectiva y no Sobreyectiva 


29. a) PMa)=24+6x-1 


gXa)=4é 61 +1 


O) (ge gx) 4x9 0) Ye fia=x +60 + 1417 +15: +5 
30. aj10 b)i5 c)65 0)624 


a. 2 
10] 


33 a) eg 69, Domíh 


E hix)=w(=1 , Dom 


34 asi f=heg 


Y DS f=heg - S 
5 f=hog 
Si fakes 
5 Y 36. (Le ' 
7 y 38. (gehKa)=21+3 
29 (esmy=z 1 e 
y 40. (esle(ge/Ma)=167 -96r' 42207 = 
' ds y 
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RELACIONES Y FUNCIONES 


42 

8 / 

46. ( 

46 

47. fegXa)=x 

48 folio) =ax a 

49 AA 

50. 2X0=-3x+10), S(42) Rec(J +8) 
2= JN) 0 ¿f0)=4, f=R 
f+g00 =acr+radab. R e R 

52 Mx+8 


53. aj DomF 


b) Dom 


2) DamF) 


9) SiDomF 


54,  ajParaque f 


R 


9) Para que f yectiva, entonces Dont /) = [-1,ed fy=|0,e) 
1 o. lobo. fuma 
6.4.8 FUNCIONES REALES 
Las funciones reales san aquellas funciones /= A=> E onlas que A y A son subconjuntos 


del (o iguales al) conjunto de los números reales A AGR. UER 


:siano por ser subconjunt 


Alas funciones reales se las representa en el plano cart 


' 
% 


RELACIONES Y FUNCIONES 


El dominio de la función está constituido por 

el intervalo de los valores de x donde la 

tunción existe. Las perpendiculares a estos 

valores de x deben conar al gráfico en un 

solo punto, pues caso contrario la gráfica no 
R sería deuna función. 


El recorido de la función está constituido 
por el intervalo de valores de y donde la 
función existe, 


Observación 


Las rectas horizontales pueden cortar a la gráfica de una función en: cero, 
uno o varios puntos según ello se tiene lo siguiente: 


+ Sicorta en un punto o no la conta la función es Inyectiva 


+ Sisiempre voria en uno o más puntos la función es Sobreyectiva. 
+ Si corta siempre en un punto la función es Biyectva 


% Y y 
: a (8 


EE 7 
1 1 
FUNC. INYECTIVA FUNC. SOBREYECTIVA FUNCIÓN BIYECTIVA 


Observación 2: Para determinar el Dominio de la función (Dom(/)). se analiza la expresión 
((x) y se determina cuáles son los valores posibles de la variable x 
que permiten que y exista. 


Observación 3: Para determinar el Recorrido de la función (Rec(f)), de la expresión 
y=/(x) se despeja x (si es posible hacerlo), y se determina cuáles son 
los valores que puede tomar y para que x exista, Si no es posible 
despejar x un buen gráfico ayuda a visualizar al recorrido, 


RESTRICCIONES PARA DETERMINAR EL DOMINIO Y EL RECORRIDO DE Las 
FUNCIONES REALES. 


FUNCIÓN 


Ninguna 


Ninguna 


La división para cero no 
está definida 


Qtx),0 


h(x)= 0 No se trabaja con números 
imaginarios 


FS 20;0(x)=0 Causas 2 y 3 
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Ejemplo 1 


Ejemplo 2: 


RELACIONES Y FUNCIONES 


Determinar el Dominio y el Recorrido de la función f definida poria fórmula 
My= da 

Solución: a) Dominio de la función: 

Para que f(x) exista, la cantidad bajo el radical debe ser positiva o cero: 
4-20 = P-450 = ) 50 => xe[-22 

Portanto: Dom f)=L2) 

b)  recorridodela función 


Obsérvese en primer lugar que y es solame: ys0). 


Se despeja x > 


4s0 => 


Portanto Rec(f)=(-20! 


Determinar el Dominio y el Recorrido de por: 


Solució a) Dominio de la función: 
La variable xno puede valer 1. Portanto Dom) 
b)  recorridodelalunción: f(x)= 

Se despeja x 


no puede valer 1. Portanto Rec(f)=R 
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Ejemplo 4: 


RELACIONES Y FUNCIONES 


€) Gráfico: 


1500) 
| 065 
1 0.5 


Seala función $:R=R definida porla fórmula f(x)=x"+x-2.Hallar 
af dí e) 70 
9/7) 

Solución 


a) 


D) fa 


+(2 


of 


0) fla): Se despeja x 


9) 00-12. 577107)=2 (12155) 
MT 


Sea la función —/: RR definida por la fórmula /(x)=x?. Convertria en 
biyectiva, hallar su Inversa y construir los gráficos de la función y su inversa 


Solución: 


La lunción — fiR=R 
definida por ta 1órmula 
faj=x? tiene como 
gráfica la siguiente 


27 


RELACIONES Y FUNCIONES hi 


Esta función no es inyectiva ni sobreyectiva; por lo tanto no es biyectiva y no 
tiene inversa, 


Para que sea Inyacilva. restringimos el conjunto de salida en el eje horizontal 
haciendo que el dominio, en lugar de los reales, sea el intervalo R”U(O) 
(los reales positivos y el 


Para que sea sobreyectiva, el conjunto de llegada debe ser igual al recorrido; 
por tanto restringimos el conjunto de llegada en el eje vertical que el 
recorrido, en lugar de los reales, sea el imervalo R”U(o] reales 
positivos y el cero). 


Con e: 
bivegtiva y está definida 
Siendo biyectiva, existe la inversa, para lo cual se despeja » 
OS s ñ 


dos condiciones la nueva función /:R*U(O)=R"Ulo) es 


or la misma fórm 


ey => x=2Jy,x)0 


ao 
: o 


Demostrar 
gráficos de la función y su 


] detinia 


Sea la función /:-13 


la por 
que es biyectiva, hallar /ersa y construir 


inversa. 


definida por 


como gráfica la siguiente: 


Ejemplo 6; 


RELACIONES Y FUNCIONES 


La función es inyectiva pues en el intervalo xe [- 


diferentes tienen imágenes diferentes 


] del dominio, elementos 


El recomico de la función coincide con el conjunto de legada ye [-4:2), por 
lo que la función os sobreyectiva. La función os por tanto biyeciiva. y lena 
invoraa: 


Host 


Calcular la inversa de /:R—=)-1,| definida por f(1)= 


Solución 


a 


El gráfico de esta función es el siguiente: 


23 ¡4 
05|07 [05 


2 
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Finalmente, para ol 


RELACIONES Y FUNCIONES 


La función es inyectiva pues a cada elemento del dominio le corresponde 
imagen diferente en el conjunto de llegada, 


La lunción es sobreyectiva pues el recorrido os igual al conjunto 


'e llegada 


Por lo tanto la función es biyectiva y tiene inversa. Para su cálculo se debe 


recordar que Jx|=[7% * mA 

a) (0 => |x|=-x 

> ¡0 =- = 
>. cmexto. (0 => yebiol 


b) 120 = |x 


= (do > 


Como x20 


yla 
a) :(0,  yeJ1ol 
== ] - 
7 A 
/ 
1 a 
») sed. ya 
| 
ner la inversa, se unen estos dos gráficos, se cambia la letra del eje y ól 


por x yla del eje x por f(x) 
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RELACIONES Y FUNCIONES 


= . y20,  selodl 
¡EM 1:00] 
Por tanto: pe | 
osa | 
Olo que esto mismo, 71 :]-11 [+8 está definida por /"x 
DEBER No. 4: FUNCIONES REALES 
1. Encontrar el dominio y recorrido de las siguientes lunciones definidas como a 
continuación 50 Indica. Realizar un gráfico aproximado. Intente usar el programa 
Excel 
) £u)=3d D) f6 st an=al 
Llo=e 
0 sul | 
15 1>1| 
2. Ropresemar gráficamente la función definida por y 
3, Cual es el recorrido de la función delinidapor f(1)= + 
fia == 60) 
4 Hallar el valor de para las siguientes funciones definidas por: 
a) fía D) f(x e) f)=4é + 3 0fa k=consiante 


fía 0 /0)= 


RESPUESTAS A LOS EJERCICIOS 


0) Domf 


Red 


Domtf)=R= 
Recif)= RI 
Domf)=R 

o) 

Resp =L 
Domf) = n=(0) 


id Rec 1.2] 
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RELACIONES Y FUNCIONES 


6.4.9 FUNCIONES MONÓTONAS 


RELACIONES Y FUNCIONES 


Domxt.f)=R-(0) 
o) 
Rec(f 
A" Dom 1) =[3.=[Uto) . 
Rec(s) =[0.ol . 


Dom f) 
Rec(f) 


.. 


y 


b)1 0) 80+4h+2 00 


F:A—R una función definida por y=/(1), con ACR 


DEFINICION 1: La función real f se dice que es estrictamente creciente en el conjunto A sí 
y solamente sí 
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RELACIONES Y FUNCIONES 


== 1616) 


/ es estrictamente creciente en A pues 


creciente en A pues 


DEFINICIÓN 2: La función 
solamente s. 


p46 


a) toda función estrictamente creciente es 
creciente 


Para zx - SENIA) => 


f es estrics crecientely crecientó 


Para a5(43 + S(a2) 
f ex estrictamente creciente. (y creciente 


€) f escreciente 


by 


RELACIONES Y FUNCIONES 


DEFINICIÓN 3: La función real f se dice que es estrictamente decreciente en el 


nio A sí y solamente si 


su 
/ es estrictamente decreciente en A pues 
X] Va Aa la > /(8))/(03) 
| 
Mn 
N pues pera x (33 => f()=J05) 


DEFINICIÓN 4; La función real 
solamente 5/ 


NO b) f es decracionte 
£a3)= 10,1 Ps 
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decreciente 


de 8) toda lunción estrictamente decreciente es 


RELACIONES Y FUNCIONES 


15 
PEA b) f. es decreciente 
DEFINICION 5: La función real 7 


se dice que es monótona (estrictamente 
monótona) en el conjunto A si es creciente (estrictamente creciente) 
decreciente (estrictamente decreciente) 


Una fórmula para determinar sí una función es estrictamente creciente o decreciente es la 


siguiento: 


Ejemplo 1 


Solución: 


Ejemplo 2: 


Solución 


Sean x,.x3 6 A sales que 1 (3 => 9=L 00 /Cl 


SQ)0 = f es estriciameme creciense 
SQ(0 = fs estrictamente decreciente 
Si Q siene un signo fio, es monótona en A 


Sea ke función real definida por /(x)=ax+b, a,bER, 070. Analizar la 
monotonía de la función 


q Lada) - lan +b)-tao, +0) _ 46% 


EN para 


Sia)0 =  f esestritamonte creciente 

Sia(0 =  / osostrictamente decreciente 

Sia=0 = f(x)=b=constanie, y f es creciente o decreciente 
rin yo 


A 


Sea la función real definida por f(x 
estrictamonte creciente, 
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RELACIONES Y FUNCIONES 


Por tanto / es 
estrictamente creciente 


Ejemplo 3: Sea la función real definida 
estrictamente decreciente, 


ara a tr) 
e A gg o O 


A 3% 


La) 


Solución: 


Por tanto / es 
estrictamente decreciente 


Funciones como las dos anteriores, que en unos intervalos son crecientes y 


en otros son decrecientes, se denominan monólonas a trozos 


Ejemplo 4: — Analizar ta monotonía de la función real definida por f(x) 


Solución: El dominio de esta función es R—(g), por lo que habrá que analizar los 
intervalos x(0 y x)0 


Ahora bien, 
0 HR) _ (RIA) 0) 
NE 2% EEE 


Para x(0 => Q(0 yla función es 
estrictamente decreciente. 


Para x)0 = Q(0 ylatunción es 
también estrictamente decreciente 


Par tanto la función es monótona a 


DEBER No, $: FUNCIONES MONOTONAS 


Determinar en las siguientes paráboles los Intervalos de crocimionto y las de decrecimiento 


8) 
7) yex+ Va 13 
B) y=d+x-56 
RESPUESTAS 


) Creciente J-o«,1 


Decreciente 


2) Creciente J-=,1/4] 


Decreciente ]1/4,0 


Creciente )-=,-1/2) 


Decrecior 


Creciente ] 


Deereciente |-1/6,02[ 


Creciente 


Decreciente ]1/4,e 


h 


RELACIONES Y FUNCIONES 


Hay +30 


P-100+21 


8) 


9) 


10) 


Creciente )7/2.08| + 


11) Decreciente J-==,11 


Creciente )11/ 


12)” Decreciente )-=»,5[ 


Creciente. ]5,eo| 


6.4-10. FUNCIONES PARES E IMPARES 


Sea /:4=>Ru 


Ejemplo 1 


Se dice que latunción 


f es una tunción par si y so 


>) fos una función 


Sea fiR=R 


Se dice entonces que: 


RELACIONES Y FUNCIONES 


Las (y 
= 10) =-1(-x) 


= $ es impar 


Se dice que la funciónimpar es simétrica respecto al origen 


FUNCIÓN POTENCIA POSITIVA: Sea f/R=R una función definida por 


donde n es un entero positivo 


mayor que cero 


0) = Jl) 0 función par 


Sin espar = fl=xr=1M=a)"=10x 


Veni =-113% =-f(x es funciónimpar 


Si n es impar 


1.0 es una función impar y 


Ejemplo 1: Ladunción f=R=+R dofinida por fx 


por tanto es simétrica respecto al origen: 


m 


Ejemplo2: — Latunción f:R=R definida por fíx 8 tunción par y por 


tanto es simétrica respecto al eje ver; 


RELACIONES Y FUNCIONES 


DEBER No. 6: FUNCIONES PARES E IMPARES 


Hallar la paridad de las siguientes funciones. 


fas 4) 0-44 


FA 5) fxj=tx- 


3) fj=xa-ó) 8) fad=xw 


2 fu 


7) ¿Quétipo de simetría posee la grafica de una función par? 


8) ¿Quétipo de simetría posee la grafica de una función impar? 


+.+0,% +0,x es impar 


9) — Probarquela función f(x)=az. 


10) Probarque la función f(x)=a4, y” lo es par 


11) Demostrar que al producto de dos funciones pares (o impares) es par 


12) Probar que el producto de una función impar por una par es impar. 


RESPUESTAS: 
1) Par 5)  Niparniimpar 

2) Impar 6) Par 

3) Impar 7) — Simetría respecto al eje y 
4)  Niparnlimpar 8)  Conelorigen 


FUNCIONES POLINÓMICAS 


Capítulo 


FUNCIONES POLINÓMICAS Ñ 


7.1- INTRODUCCIÓN 


Una función P:R=+R definida por —P(x + 0,1" +a,1+49, donde los 
coeficientes a, son números reales, y n.€ Z se denomina una función polinómica de grado 
2, O más brevemente un aalinamia de grada”. y se dice que está ordenado en forma 
dasrecionte 


Ejemplo + 


+4x-1 es una función polinómica de grado 4 


Pla)= 'x+ 4 es una función polinómica de grado 2 (función cuadrática) 
P'(x)=3:=x es una función polinómica de grado * [tunción línea) 


P(x)=4 es una función polínómica de grado 0 (función constante) 


La función constante P(x)=0 se denomina un polinomio nulo, 


Un monomig os un polinomio que consta de un solo término 


Ejemplo 2: 


Puo=i o, Ply= 


Un binomio es un polinomio que consta de dos términos 


Ejomplo3: Paja PU)=x+l 4 Plaje 
Un trinomio es un polinomio que consta de tres términos 
Ejemplo 3: Pla)=axé +bx Px) 


72.- OPERACIONES CON LOS POLINOMIOS 


Como los polinomios son funciones, es posible realizar con ellos ciertas operaciones básicas 
como suma, resta, multiplicación y división. 


7.2.1 SUMA Y RESTA DE POLINOMIOS 


Para sumar o restar dos polinomios del mismo grado. se procede a fas! 
a realizar la operación correspondiente: 


r los coeficientes y 


[ar"+bx' =(a=bjx" , ax bx" =(a—bjx" 


Ejemplo 1 SiPlo=3* y Ouj=s?, = P)+Q(x (+5) 
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FUNCIONES POLINÓMICAS 


= A” 
> P+D) =4r+ (53) 


Ejempoz SiPl)=3%* y 06 
Ejemplo 3: Si Pls)=4x y Qlx 
Ejemplo 4; SI P(Z)=4x y QU 


> PQ) = dx (S3)=(4+S)1= 9% 


Al sumar o restar polinomios deben agruparse los términos del mismo grado y proceder a las 
simplificaciones correspondientes: 


Si Pr) = ax dr HARO y Ma + bx? + by by 
[> PLo+Qlo)=(a, +b,)x"+(a,., +b, ¡07 + (a, +by)x" +(a, +6,)x+(94 + do 


Ejemplo 5: Sean P(x)=4x'-3x y 3 - Hallar 
Plx)= QU) 

Solución: 

Ejemplo 6: — Sean AX)" 25x 3" +2x+7 y Q(x)u10x' -2x* -3x 

Hallar 


Obsérvese que una manera rápida de sumar (0 restar) rios es escribiéndolos uno bajo 
el otro de tal manera que los términos semejantes que corresponden a monomios del mismo 
grado queden al mismo nivel 


Ejemplo 7: Scan Pix 


Hallar P(x)+Q(3) 


10) 


Qi) 10 


ES 


Ejemplo 8: Sean Pix 
Hallar P(x)-Q(2) 


Este método simplificado puede ufilizarse fácilmente cua 
varios polinomios, 
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FUNCIONES POLINÓMICAS 


72.2 PRODUCTO DE POLINOMIOS 


Si se tiene dos binomios de la forma ax" y bx" ,su producto es lax"Jay)=apyra 


Considerando esta anterior propiedad, y la propiedad distributiva que tiene el operador 
Morelo respecto al operador suma en el conjunto de las reales, podemos muliplicar un 


monomio bz" por un polinomio a, 2"._...._+a,17+0,1+0, y su resuliado sorá: 


CAMA + mata + ajbx 0" y ap ha”] 


Ejemplo 1 Multiplicar 31% al polinomio 8x*-151* - 3y 


Solución: dele 150 31 2574 Jo (ar lor!) Has" Jax)+(3=" a) 


Dart 45 61 + 1217 


Esto resutado podemos generalizarlo para multiplicar dos polinomios cualesquiera 


Ejemplo2 Calcularelproductode Px)=30*-S1 y Aj=s+2 


Solución: PC 0G 


(o —s:+2)- 


32 00)30 (81)93 
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10- 


Hallar el producto de los sigu 


Restar p(x, y 
Restar p(x) = 


Dados los polinomios 


FUNCIONES POLINÓMICAS 


+4.6x 


34x+13 


21 


P)=x+E . mars 
Paú=srá . qls)=aa 


Efectuarlas sigulentes multiplicaciones: 


2x3 YX As -2y 


(a-bxe=d) 


ykr=y+. 


a da+2) 


E) 


rado 


B 


Sr 30.5% 41 


2.5X0.1x 


+021+1.2) 


FUNCIONES POLINÓMICAS 


40- ) 

a pl) =a4r ds +121+9 es el cuadrado de un 
polinomio de segundo grado, Hallar este último polinomio, 

42- Hallar m y n detal manera que el polinomio “601 +168x + mien sea 


un cuadrado perfecto 


RESPUESTAS A LOS EJERCICIOS 


11+4y 


4 dy do +3 


E plx)=olx)er(x)= 430430 + e 


TE 
pl) 
1 pla)= 9, 


AL me 100, 164 


Obsérvese que al realizar la división del número 7 para el número 2 se obt 
(cociente) el número 3 y por residuo el número 1. Es> se representa por: 


ne por resultado 


1 


En gens 
división m= 


FUNCIONES POLINÓMICAS 


Cuando se electúa la división de dos polinomios P(x) (dividendo) y 
es similar y se obtiene: 


Di) 0 
P(x) = polinomio dividendo Diz) = polinomio divisor 
(x) =polinomio cociente R(x) =polinomio residuo 


Obsérvese que el grado de R(x) slempre será menor al de D(x). 


Ejemplo 1 Si Pl) =x-5x+4 y D(x)=x , entonces: 


Es. 


donde 


Ejemplo2: Si P(xi 


ys 


donde Q(x 


A 24 


R(x)=0 


72.21 DIVISIÓN DE UN MONOMIO POR UN MONOMIO 


La división de un monomio por otro monomio consiste en encontrar un tercer monomio cuyo 


producto por el segundo monomio ses ol primer monomia 


Para ello, recuérdese la Regla de los Exponentes y la Regia de los Signos: 


D(x) (divisor) el proceso 


CEPA 
E or 202] car oxrosión s equivalente a [POTEOCIDCITRGT) conde 


es aa 


Regla de los Exponentes: Regla de los Signos: 


Ejemplo 1 pues (5 NS =25* 
Ejomplo 2 3 pues ÓN 
Ejemplo 3. 


FUNCIONES POLINÓMICAS 
72.21 DIVISIÓN DE UNPOLIN OMIO POR UN MONOMIO 
Dividir un polinomio por un manomio es hallar otro polinomio cuyo producto por el monomio 


sea el polinomio dado. Para ello, cada término del polinomio se divide para el polinomio. 


Ejemplo 1 


Ejemplo 2: 


7.2.22 DIVISIÓN DE UN POLIN OMIO POR OTRO POLINOMIO 


Dividir un polinomio. P(x) (dividendo) por un polinomio. D(x) (divisor) . cuyo grado es Igual o 
menor al del dividendo, es hallar otros polinomios Qíx) y R(x) que cumplan la siguiente 
condición: 


PG) RO 

ne “| Esta expresión es equivalente a [P(x)= 2G:1DG) + RG) donde: 
P(x)= polinomio dividendo Díx) = polinomio divisor 
Q(x) =polinomio cociente Rx) =polinomio cociente 


Obsérvese que el grado de R(x) siempre será menor al de D(x) 


Ejemplo 1 Si P9=x-Sx+4 y Dix) 


x . entonces: 


donde Q(x 

Ejemplo2: Si Plx)= Y Dix)=x+2..'entonces 
Ed DN 42) 
donde Q(x)= . R9=0 


Ejemplo 3: 12-17 y D()=3x -x+4 , entonces su división 


Aquí: 


7 1 
21 D(x)=2x-3 
Ríx)= 2-5 
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FUNCIONES POLINÓMICAS 


entonces su divis efectúa 


Ejemplos: Si PO=i+a xs y 
de la siguiente manera 


7.2.2.1 DIVISIBILIDAD DE DOS POLINOMIOS 


se dice 


¡ón del polinomio Pix 


Siel residuo R(x) de la dí 
entonces que la división es exaota, o que 


inomio factor de. P(x). En todo caso, 


Dix), o que D(x)_es un 


Eje 


Como el residur 


a) La división de 


Obsérvese que P(x)=Q(xIDix), — 6xé=x 


DEBER No. 2: DIVISIÓN DE POLINOMIOS 


Hallar ta división de P(x) y Dix 


5 +91-20 


6-1 


FUNCIONES POLINÓMICAS 


o sa 
tos 

A] 

B2 791440 8x0 

Te lt +6 

Bois 

2 s9-t+1 

102 41 

> 042x'-063r 07917 +0.45x+035 0.61? -091-07 
NS E a +s 


RESPUESTAS A LOS EJERCICIOS 


1 Qlej=xrs . Rx)=0 2- Qa=a+rb . Rss 
3 Qs + R(x)=0 

5- Qi 0 Ri 

7- Q(x) Rix - Rx 

9- 0(x) Ríx)=0 R)=0 
1M-0()=074=05 —, R()=0 +2. 7 


72.21 TEOREMA DEL RESIDUO 


Se ha establecido que al dividir un polinomio. P(x) (dividendo) por un polinomio. D(x) (divisor), 
cuyo grado es igual o menor al del dividendo, se encuentra un cociente P(x) y Un residuo 


Ps RG) 
B(a) que cumplen que 22 - y + ED o pa) 0)D()+ RG), donde 
Da) Di 


P(x) = polinomio dividendo (2) = polinomio divisor 
0() =polinomio cociente R(x) =polinomio cociente 


Supóngase que el polinomio divisor  D(x) sea un binomio de la forma D(x)=x-a 


Entonces la última expresión anterior adopta la lorma: P(x)= ((x)íx=a)+ Ria) 


Si ahora se hace que x adopte un valor particular a, entonces la imagen de a enel 
polinomio dividendo P(x) será: 


)=QíaXa-a)+R(a) = Pla 


Esto resultado se conoce como el Teorema del Residuo y se lo puede enunciar diciendo que 
*el residuo de la división de un polinomio — P(x) por un binomio de la forma D(x)=x=a es 
Pía), o sea lzimagen de a” 


317 1617 -2x+5. Entonces el residuo de la división de 


Ejemplo 1: Sea P(x 


P(x) por.el binomio (x=1) es P() 


Ejemplo 2: Sea Pla)=x — 
binomio (x-2) es Pf 


-x-2. Entonces el residuo de la división de P(x) por el 
(Pp 
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En este último ejemplo, al ser el residuo igual a cero, se dice que la división de 


divisible para (1-2), 0 que 
Pr) = QU -2) 


En general, si el residuo es cero, entonces Pía)=0, Pix 
P(x) es divisible para (1—a), O (1-a) es factor de P(x) 


Qala-a) 


7.2 CALCULO DE RAÍCES REALES DE POLINOMIOS 


Una de las aplicaciones más importantes del Teorema del Residuo es la 


determinación de las raíces reales de un polinomio, 


:es roales dol mismo son el conjunto de los 


Sea *(x)un polinomio de grado ”, Las r 
valores de x en los cuales el polinomio. P(x) corta al eje horizontal 


Y 


o P(x) de cada ralz es coro, Por tanto, para hallar las raices de un 


polinomio P(x),. lo que se hará os igualar u ese polinomio a cero: 


sérvese que la orden, 


Raices del polinomio PG) e PI=0 

Ahora bien, usando el teorema del residuo, se puede decir que siel polinomio: Fx) tene una 
imagen Pía) que se hace cero, ontoncos x=a es una raiz del polinomio; y si P(x) tiene una 
Imagen Pía) que no se hace cero, entonces 1=« no es una raíz del polinomio, En 
resumen 

= male de Plz) 

e s=a noes mí de Pía) 
Por tanto, el procedimiento para determinar las raices de un polinomio será el dar 
valores a x hasta que uno de estos valores haga coro al polinomio, y por tanto se tendrá 


alces, O 
ci el 


ida con este procedimiento hasta hallar las 
'e para la primera raiz hallada a fin de 1 


una primera raíz. Se cont 
preferiblemente, se divide simplificadamer 
grado del polinomio, 


Obsérvese adomás que un polinomio: P(x)=a,1* +a,.,x” +....+ay llene como probables 


ces a 


, donde » es factor de a, y y estactor de a, 


Ejemplo 3 Hallar las raices del polinomio P(x)= 


ar=1 0936, am factores del=21 
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Probables raices ; +3,+6) 


Six=="1= PO) = (160 +1ED-6=-24%0 => 1=-1 n0€s raíz 
Six=10 P0)=0) 60% +11)-6=0 => x=l er m 


Hallada una primera raíz, se procede a dividir simplificadamente el polinomio para esta raiz, 
a fin de bajar el grado del mismo: or + Tir6+1-1 


6 +106=(a-I Ma 5146) 


-Da—-MAD) 


=P) 


Finalmente, para hallar las raices, se iguala a cero el polinomio: 


0 = Raícer=Í1,2,3 


P)=0 = (DA 


Ejemplo2=— Hallarlas ralces del polinomio P(x)=x*+74 6x7 -201-8 


factores de $=11,22, 44,28 


factores de Y 


Probables raíces: y 3) 


Six==l= P1)= ITA? 617? -20-1— 


Hallada una primera raiz, so procede a dividir simplificadamente el polinomio. para esta raíz, 
a fin de bajar el grado del mismo: Mi-BRx+ 1 


1 7-6-2 al 


2018 =(a+1 xa? +61? 1218) 


6 
5 
9 


= 1=-1 no es raíz de £(x) 


= x=1n0€s raíz de R(x) 


2 no es rule de P.CO 


Six 


Sia=2= P,(0)=(2)) +60) -12(0)-8=0 => 152 sl es ral de PLC) 


Se divide simplificadamente: — +61 -12x-8+3-2: 
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1 812 

z > Ala)=x +60 -122-8=(1-2a? +8x+ 4) 
1 10 
y por tanto Pla)=it+ 13 6x7 -20x8 =(1+1Xx20? +8x+4) 


+8x+4 es un polinomio de segundo grado que tiene como raíces —(4+24/3) 


Por tanto P(x)=(x+IXx2Xx+4+243kx+4-2N3) 


Finalmente, para hallar las raíces, se iguala a cero el polinomio: 


PL)=0 = (a+ Ia 2 +44 23 Xx+ 4 


Ejemplo 3: Hallar las raíces del polinomio P(x 2x=9 


factores. de 9 


factores de 8 


1 +14 E) 


=> Pl 


= P0)=807 +14) 


para esta raíz, 


Por tanto 1(x) = (2x=IXa 4 3X4x-3) 


Finalmente, para hallar las raices, se iguala a cero el polinomio: 


= Ralces = 


P)=0 = ( 


Ejemplo 4: 
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no es rafz 


Hallada una primera ralz, se procede a dividir simplilicadamente el polínomio para esta raíz, 


2 3 
afin de bajar el grado del misma: Dd 


(dar 22.2) 


O) 


Portanto P(a)=(2x+3)a7 +21 
Finalmente, para hallar las raices, se iguala a cero el polinomio: 


Pix 


> (una ++ 1)=0 


Como el polinomio x*+x+1 — tiene raíces complejas, la solución es Raíces reales 


DEBER No. 3: TEOREMA DEL RESIDUO. 


1 Usar la división sintética y el teorema del residuo para a) encontrar pz. si 
piar=z si 075-7 b) encontrar 9), si 


€) encontrar pá, si 


2. Determinar el valor de a para que el polinomio. pí1)=3* -ax=1/3 ses divisible por + 

3. — Encadaunodelos siguientes casos dividir ¡xx por 04), y con ello, factorizar pú 
a) tcs b) rta dldma-3 
O) au +19 + lá ee qa 

4 Las raíces de un polinomio ¿íx) de grado 2 son Hallar. pío 

5. Determinariun polinomio. »íx) de cuarto grado que tiene dos raíces reales -3 y Y . y 


tal que p0)=20, p(3)=1080, y p(0)=6 
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11 


15 
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En cada uno de los siguientes casos determinar el valor de m para que el polinomio 
»co sea divisible por 4): a) 


En cada uno de los siguientes casos escoja el número real 4 para que el número 
real « sea una raíz del polinomio píx)- Además, factorice ¿9 en la forma aí=xi=0) 


D) mud =s kee 


ÑO ¡ar 


a=v2 ra 


Determinar « yb para que el polinomio 1) sea divisible por 0) 


Maa mates 


a) pu 
B) pix 


al a) 


Escoja los reales 4 y4 para que « y» sean dos raíces del polinomio. px». Factorice 
pio enla forma C(-aXa=b) 


2) mur rare A 


¿ar + mem k por el polinomio 


La división del polinomio — pú 


ax) = (2312 + 2-1) tiene como residuo cero. Halle los valores de m.n.k 


Demostrar — que número — real 1 es una raíz del polinomio 


—(3+1x + (2=W)x-2. ¿Cuáles son los otros ceros del polinomio? 


So sabo qua el polinomio. p(2)= as? +4s+c os divisible por 1-2; que 1/3 es uno de 


sus ceros, y que ¿t=2) - 4, Determinar los cooficientes a.,c 


Un polinomio de tercer grado pix). al dividirlo por (+2) da de resto 6. Además, 


pí=1)==3, y elresto al dividirlo por (+=1) es =5, Determinar al rasto de la división por 


el producto (1-2)1=MXa=1) 
Pruebe que todos los polinomios de segundo grado que admiten a 3 y 4 como 


raícos, son de la forma p(x)=a(x donde u es un número real no nulo. 


Dado el polinomio. pu) =( 1-13" =1) .0e 2”, demuestro que p(x) es factorablo 
por (2-11) 


Mostrar que el polinomio pí 
po) =x(x +=), donde q(a) es ul 


2 -2x-1 puede escribirse bajo la forma 
polinomio de grado 2n-4 


Los polinomios p() y u(x) tienen una sola raíz roal y son de grado 3, Si 


pls)=(=2D/() Y al)=(a-2)(2), donde / Y q son polinomios de grado 2 tales 


que f(M=5 y sí2)=15, y SÍ pl0)=2, q(0)=-10. y a)=-8. halle 


TE) 
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18. — Un polinomio de grado 3 es tal que p)=S0x-UN gía), con pll/5)=7/S y 1 
p(0/=2. Determinar la tercera ralz de pix)=0 y 
19. — Muestre que un polinomio es tactorizable por ,-1 sí y solamente síla suma de sus ; 
coeficientes es nula. 
20, — Encontrariodos los ceros racionales para cada polinomio. ps) 
2) pl 
o) pt S) miz > 
21. — Determine las raícos de los siguientes polinomios: y 
r 
Y 
u-9 " 
w 
RESPUESTAS A LOS EJERCICIOS d 
o 
1. as b)19 90 la 
2 9% 
s 
2 a) dos a Esa r 
E) Mirna 22d $ 
Y 
4 ms é— as? r 
y 
5 
r 
6 E 
7 aja b) Luz 0) 4.4 tes 
8 ajarób=s D)art.po 
9 0 us) DN ODE) 
10. mes 12 
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FUNCIONES EXPONENCIALES Y LOGARÍTMICAS 


Capítulo 


FUNCIONES EXPONENCIALES 
Y LOGARÍTMICAS 


8.1  LAFUNCIÓN EXPONENCIAL 
8.1.1 INTRODUCCÓN: 


En Matemática las funciones exponenciales provienen de dos fuentes diferentes: 


a) Aparirdela potenciación ordinaria de un número positivo. 
Ejemplot: — 2é=2x2x2x2= 16 
Ejemplo 2: P=1 


Ejemplod: 2% 


Ejemplo 4: 


En general sí la base (a ) es un número positivo y el exponente (x) es un número Racional 
se sabe entonces lo que significa a*o4” 


a si 
a? si 
Pero no se tiene definida a la expresión «', cuando 4 es un número irracional (Q”) 
00 = (13d en) 


sE 


Como en una función algebaica no puede aparecer una variable como exponente, entonces 
habrá una nueva clase de función más amplia llamada FUNCION EXPONENCIAL 


b) La segunda fuente de la que proviene la función exponencial es el estudio de vaños 
fenómenos naturales. 


Ejemplo 1 Cuando un Biólogo desea estudiar como varía el número de bacterias con 
respecto al tiempo. 


Día que comienza la observación Ap (Bactorias) . 
Dos días después 
Tres días después 
Cuatro días después 
Finalmente 
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Aqui se observa que se tiene una base constante, en tanto que el exponente n es una 


variable, y en consecuencia se tiene una función exponencial, 


812 DEFINICIÓN: La función exponencial de base a, ae R*, denotada por 
=p, Ri Ri 


En consecuencia, el dominio de la función exponencial es el conjunto de los números reales, 
y el recorrido es el conjunto de los reales positivos. 


se define porla lórmula f(x)=exp¿(1)=a* 


Ejemplo 1 8) 


| 
( 
8.1.3 GRÁFICA DE LA FUNCIÓN EXPONENCIAL 

Dado que la base a es un elemento de los reales positivos (ae R”), se considerarán 


ciertos valores y/o intervalos. de esta base para el trazado de la gráfica de la función 
exponencial 7: R= £* definida por la lórmula f(x) = a" 


a)SiO(a(1 — Porejemplo, a= 


tamente decreciente 


Sí) =1 
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e)Si a) Por ejemplo, a 


Su=" 


10=2 


La función es estrictamente creciente 


OBSERVACIÓN 1: — Para definirla función exponencial, se requiere que 2)0, a =1 


OBSERVACIÓN 2: * Comoa'=1,la gráfica de f(. 
todos las valores de a 


a* pasa por el punto (0,1) para 


8.1.4 LEYES DE LOS EXPONENTES: 


Si a,beR” , x,yER, entonces se cumple lo siguiente: 
D Ejemplo: 
2 Ejemplo: 
2) Ejemplo: 
4 Ejemplo 
5 Ejemplo: 
o lW=w0 => Ejemplo: 
7 (a) =(b)* = a=b Ejemplo: 


8.1.5 ELNÚMERO e 


Existe en particular un valor muy importante en Matemática que se denomina e, el mismo 
que es un número irracional definido por 


Como se verá más adelante, el número e esla 


base de los llamados logaritmos Naturales o 
Neperianos. 
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Para hallar su valor, supóngase que y= 


en el cuadro siguiente: 


y=[1==| | 2000 | 2,2500 | 2.5037 


El valor de « usado con frecuencia es el de 


Cuando se toma al número e como la base de una función exponencial, se tienen los 
siguientes gráficos: 


| y=0 
3 0.050 
2 0.135 
1 0.368 
o 1.000 
1 2718 
2 7.389 
3 | 20.086 


8.1.6 APLICACIONES DE LA FUNCIÓN EXPONENCIAL: La función exponencial tiene 
aplicaciones en una cantidad de problemas de la vida real tales como: 


Crecimiento de una población 
Crecimiento de bacterias en un cultivo 

Desintegración radioactiva 

Determinación dela vida media de materiales radicact 


/os, entre otros 


FUNCIONES EXPONENCIALES Y LOGARÍTMICAS 


MODELO EXPERIMENTAL DE CRECIMIENTO Y DECRECIMIENTO 


La función — g(t)=qu e" se denomina "lórmula del modelo experimental de crecimiento”, y la 


lunción — g(1)=qu e" se denomina "lórmula del modelo experimental de decrecimiento", 
donde 


variable independiente (tiempo ) 


k = constante de crecimiento y 

4 =cantidad de sustancia en cualquier instantg de tiempo. 

du = Samtigad Inicial. 

Ejemplo 1: El número de bacterias de un cultivo después de 1 horas está dada por la 
fórmula del modelo experimental de crecimiento q(=qpe". Si 
inicialmente se tiene 50 gramos de bacterias, ¿cuántas bacterias hay en el 
cultivo después de 10 horas? 

Solución: aque” 
2) 1=10 . 9(10)=50€*9 =50e” =50(1.097) =54.850 

Ejemplo2 Una sustancia tiene una constante de decrecimiento de 5% por hora: sí se 
tiene Inicialmente. 500 gramos, ¿cuánta sustancia se tiene después de 4 
horas? 

Solución z 

g(0)=500 gramos. 1=4horas 5%=095 

> q) fee S00(0.81873) = 409.4 gramos 
8.1.7. SOLUCIÓN DE ECUACIONES EXPONENCIALES SENCILLAS: 


Resolver las sigulentes ecuaciones exponenciales aplicando las propiedades (6) y (7) 


Ejomplo 1 EjOMplo 2: 
1-1= 

Ejemplo 3: Ejemplo 4: 

Ejemplo 5: Ejemplo 6: 
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Ejemplo 7. GER E Ejemplo 8: 
Ejemplo: (2443) = (3ar 1" => 2a+3 > 
Ejomplo 10; — 21 +4*=288 


52 = u=Li816) 
Se escoge el valor positivo y se reemplaza en 2* = y 
u=l6 = = 
4 => (2)+2.2= 48 
> + Bu 4820 => (ur 12Mu- 4) 0 > umlza 


Se escoge el valor positivo y se reemplaza en 


u=4 => Y=4 => Y=8 > 


82 LA FUNCIÓN LOGARÍTMICA 


821 DEFINICÓN 


Sea a)0 . a=1 Entonces, la función logaritmo de base a , que se denota por log, , esla 


unción inversa de la función exponencial exp , . Dicho de otra manera 
Sip. Ra RC = R>R 
Obsérvese que: Damíexp,,)=R=Re cílog,) Recíexp,)=R” = Domtlog) 
jando fórmulas Si y=expa()= e! = 
Ejemplos: 
FORMA EXPONENCIAL | FORMA LOGARÍTMICA 
So x= log, (6) 
l 3=log (8) 
210 yo (100) 


log, (1/16) 
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T 0-0 


a =0 —= = log, (0) 


8.2.2 GRÁFICA DE LA FUNCION LOGARÍTMICA: Para trazar le gráfica de una 
Función Logaritmica se usan los datos obtenidos en los gráficos de la función exponencial, 
intercambiando dominios y recorridos: 


Ejemplo1: — Trazarlagráficade — /(x)=log:(0) 


log2(x) 


los:0) => Sa 


La función es estrictamente creciente 


Ejemplo Trazar la gráfica de — /(a)=10gj/2(x 


Si y=(1/2) 


801 ==  /(a)=IB 120) 


La función es estrictamente decreciente 


Observación 1: El punto (1,0) está sobre la gráfica de f(+)=log,(x) para todo número 
real positivo a 
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Observación 2: El Dominio de — f(=)=10g,(x)es el conjunto. de los números reales 
positivos. 


Observación 3: El Recorrido de — fíx)=10g,(x) es el conjunto de todos los números 


reales. 
Observación 4: Si a)1 ,la función f(x)=108,(x) es una función creciente. 
Observación 5: Si 0(2(1,la función — /(x)=log, (2) es una función decreciente. 


82.3 IDENTIDADES 


Las siguientes identidades son de uso común: 


o) ax para xE R 

e) dog,(a*)=x para xe R | 
) log ¿(a)=1 log ¿(1)=0 

lo 5 lg.()=12,.() = 


log, (x 


forma ex 


jemplo 2: Eseribircada una de las siguientes expresiones en forma logal 


Ejemplo3: — Resolveria ecuación log 
Jogs(x+1) =logs(25) = => 1=2% 
Ejemplo 4; Resolverla ecuación 108. (31)=1085(31) 


254 


Ejemplo 5: 


Ejemplo 6: 


£2.4 PROPIEDADES DE LOS LOGARITMOS 


Propledad 


Propiedad 2: 


Propledad 3: 


Propiedad 4: 
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Jog(.-p 6) =l0g¿GN = 


Resolvor las siguientes ecuaciones 


a logs(a)= 
logs(x) =2 
») log, (4)= 
1og,(4)=1/2 
E] logs(125 
logs(125) e 
9) logres 
bsserall e: 10% 
e) logsía— 
logy(a= e 


Hallar el valor de cada una de las siguientes expresiones: 


2) Én 

2) =5 pues 

8) log, (T)=1 pues log, (e 
E) aga 1107)=-=3 pues 
6) logw(1)=0 pues log,(0) 


Jos, (0) = 108, (27-108, 0 


be. (5)=1. 231084 09) 
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0) log 00 4) log, (1 


Logarltmo de un producto 


Logaritmo de un cociente 


Logarilmo de una potencia 


Inverso del Logarimo 


Propiedad 4: 
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Propledad 5: Cambio de báse 
log-(a) 
Demostración: La demostración sebasa on leyes de los exponentes 
Propiedad 1: log, (2) =08, (1)+og. (y) 
Sea 2=l0g.(1) => ay=at+ 
ú=lop.() 
108.0) = 
Como y=xy = a = 
a 0) 
Propiedad 2: 
u=log.() => a=0* 
Como >» a "o 
Propiedad3: log, (x 


FUNCIONES EXPONENCIALES Y LOGARÍTMICAS y 


1 


log, (a)= = log, (x) 


Propledad5: log, (x)=log, (2) log, (0) 


Sea logo (1)=2 


log, (x)=r = 


log. (2) log, (2) 


Se igualan estos dos términos y se tiene: a* = b* 


Se sacan logaritmos de base a 


log, (a* 
= 1og,(x) =lo8, (log, (b) 


log.(b) = dog, (o)=vl0g.(M => 2 


log, (0) 


Observación 1: El Recorrido de f(x)=log,(x) es el conjunto de los números reales, 


Observación 2: log,(x> y) =108,(x)+1084 (9) 
Observación3: —log¿(x)" * (log. (x))" 


logs (1) 


Observación: ¡LE e tog,(1=y 
9%, 
Ejemplo 1: Se sabe que 
Jog10(6) 
1081066) = logro ((3X2)]= log10(3)+108,0 
Ejemplo2: Se sabe que — logp(2)=03 
1og10(3/2) 
08103) =1081005)-1og10(2 
q 3)" Eo 1062 
Ejemplos: — ¿Hala el valor de logs | LL 


! (5723 


10, (5/67) -109 


log;p(2)=03010 . Y que logjp(3)=0.4771 - 


0.4771+0.3010 =0.728; 


+ Y que: log19(3)=0.4771 - 


0.4771 0.3010 = 01761 


(35) 


= log, (9) +9, (4/51) -[109,(3)+109, (+/233)] 


= 109, 


=2109,6)+<103 18 


+1og, (81) 


)'* 109, (3) - log, (243)'7 


-log 3-Hog er 


=209,+(4L109(3)-l0g, 3-J9 1091) 


= 2109, (3) +Iog,(3)-10g(3)-¿ og, (6) 
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8.2.5 PRINCIPALES SSTEMAS DE LOGARITMOS 


Existen dos tipos de logaritmos que usan comúnmente: 


Sila base a =I0entonces se habla de los logaritmos decimales o vulgares cuya notación es 


logyo(x) osimplomente [log(+)| 


Sila base 
rotación es log,(2)0 simplemente [Ins 


24... entonces se habla de los logaritmos neperianos o naturales cuya 


Una relación entre estos sistemas de logastmos se obtione aplicando la propledad 5 “Cambio 
de Base" log, 


logs (3)loga(b) Y 


Sehace a 


JO, b=e yseobliene: 
log, (2)l08 ,0(e) = logía) =In(x)0g ¡(271828)) 


= 043429 la(x) 


108 yy (x 


= bg 


VALORES DE UNA FUNCIÓN LOGARÍTMICA DE BASE 10 


La parte entera de un logariimo de base 10 se denomina CARACTERÍSTICA y la parte 
decimal se denomina MANTISA. 


CARACTERÍSTICA: La caractorística de un logaritmo decimal so determina en función del 
número que se trate de acuerdo con la regla siguiente 


+ Sielnúmeroes mayor que 1, la caracteristica es positiva y es igual al número de 
cilras enteras disminuidas en una unidad, 


+ Sielnúmeroes meno: que 1, la caracteristica es negativa y es igual al número de 
ceros que hay inmediatamenta después de la coma aumentado en una unidad 


Estas reglas se basan en el siguiente criterio. 


Logro x 10 =x Log1ox=y 10 =x 
10 Log10 1 10%. 
100 Log 1001 =-1 10/=0.1 
o 1000 Log100.01 =-2 10*0.01 
Logo 10000 = 4 10000 Lo9100,001 =-3 107 =0.001 
Loge 100000 = 10* = 100000 Log16 0.0001 =-4  10%-0,0001 
Ejemplo! Encontraria característica de los logaritmos de los siguientes números. 
NÚMERO CARACTERÍSTICA 
24 2 ya que 324 =3.24x 10" 
5 0 ya que 525x10 
9.00282 -3 ya que 0.00282 =2.82x 10 
3788 3 ya que 3785 =3,786x 1 
1000 3 ==  yaque 1000 =1x 10* 


258 


FUNCIONES EXPONENCIALES Y LOGARÍTMICAS 
MANTISA: La mantisa es la pare decimal del logaritmo de un número; la mantisa de un 
número positivo está entre 0 y 1 


DETERMINACIÓN DE LA MANTISA: Se determina mediante tanias de mantisa llamadas 
tablas de logaritmos o simplemente con ol uso de calo uladoras, 


Ejemplo 1 Encontrar la mantisa del Log 6.63 


Log 6,63= 0 (Parte entera o característica ) 
Log 6.63 = .7945 ( Parte decimal o mantisa ) 


8.2.6 SOLUCIÓN DE ECUACIONES EXPONENCIALES Y LOGARÍTMICAS 


En/la solución de ecuaciones exponenciales y logaritmicas, se debe tener en cuenta que: 


+ Pararesolver una ecuación exponencial se aplica el operador log a ambos miembros 
dela expresión, 
+ Para resolver una ecuación logarlimica, se translorma a su forma exponencial 
equivalente 
Ejemplo + Resolver las siguientes ecuaciones exponenciales, 
a) 
ogl7 = Dlog3 =log!7 )og3=loy 
log17+log3 _ 1.2304+0.477] 
2x logimistoga: => zm J0EITADOES. LEDO FOGA 
21083 20.4771) 
ES 
log( 4%) =10g(3") = 3xlog(4) =(2-11108) = 
3xlog(4) = xlog(3)- Log 3xlog(£) 210) 
3= A 
ds. 
log(S/ = log40) = x10g(5)= log (40) 
= logS de 0.6989: 
0 4 
log (8) = logd9 = xlogif) = log (9) 
Ss POE A a 
toga asa 
Ejemplo 2: Resolver las siguientes ecuaciones log: 
8) logdr+8)= 1+ log (x-4 


> log(2x +8) -log(x-4)=1 = 


Como log,A = 


») 


e) 


Se desprecia el valor negativo pues noexisten logaritmos de números neg; 


+ logs (x +2) 


(+2) 
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10'=10 = 2:+8=10 (1-4) 


> br=48 > 


=3- logs(x + 2) 


=0 


A 
Jlog,, (2) —log.(7) = log, (4) 
109. (x) —109,(7)=log, (4) = l00,| 2 |=10G,(4) 


Sedesprecia el valor negativoyqueda 


28 1=2/28=2247 
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8.2.7 CAMBIO DE BASE DE UNA EXPRESIÓN LOGARITMICA 


Al trabajar con logaritmos a menudo es necesario cambiar una expresión logarítmica de una 


base a otra, para lo cual se aplicará la propiedad 5: 


Ejemplo 1 


Ejempl 


(5)| 


Determinar el log, (14) cambiando a base 10 


Solución: 2=5, b=10 


= logs(14)=l0g,p(14).10g,010) 


e JOE1(I4) _ 1.1461 
Tobi 5) DA 


Si log,p(20)=108(20)=1.301030 hallar Jn(20) 
Solución: a=e=27182, A=10 log, Lx) =10g, (37108, 

= 1og,(20)=10810.(20).1og,/101 

=> In(20, 120), 1000) 2 <= 1(20)= 299 


log (e) 


258; * log(x) =049429 In(x) O Int 


Entonces: 
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Ejemplo 3: 


Ejemplo 4: 


Ejemplo 5: 


Ejemplo 6: 
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Hallar log. (19) cambiando a base 10 


Solución: a=4. b=10 log, (2)=10gp (x) log, (2) 
=> 10Ba(19)=10845 (19) Jog4 (10) 

a MO 

- TO 


Si log,ys(x)==, hallar loga(x 


NT, log, (x)=log, (3108, 
= log,(2)=l08 ¿5 (2).108, 02) 


Solución: e 


b 


= log ¿7 (2082) 


=> prom 15/4 


Expresar log.,.(x) en lérminos de log,(x) 


Solución: a=a/b, b=e,  log,(2)=log, Culos, (0) 
=> log (2) =l08, (2)0Ba/ota! 
108, (2) log.(a 
E "Togo (0/6) Tog.(2)-10g, (0) 
loga(a) 


= loBan 


log, (b) 


Hallar loga(a Sl loga(a"9%)=k , loga(a/b)=k 


Primeroconviértase el logaritmo de base 4 a logaritmo de base 2 
a=2 b=4 log . (2) =1log, (2) log, (0) 


= bgta/b)=toga (a/0,15,60= colo 


2 log (a)-log,()=2k — (I 


Ahora bien, sí logs(a*b")=4 = loga( 
= 2logs(e)+3log.(%) 


Se resuelve (1) y (2): 


De(1) log (0) = log (a)=24 
En(?2) 2og,(a)+Aloga(a)-2) =k 

= Slogs(aJ=7k  = log:(a=Tk/5 
En(1): logz(0)=(7A/S)=24 logs (d)=-34/5) 
Por tanto log; (ab) = logs (a)=Iog(b) 


=(1/5)-Gk/5 
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Ejemplo 7: 


Ejemplo 7- 


FUNCIONES EXPONENCIALES Y LOGARÍTMICAS 


Calcular + enla ecuación —— 4+log(4)' 


1og.+(4)= ('og ¿(x)) log (36) 


4+(og3(2)J0g 1(4)= (log=(2)) log 
= (log, (x))log,(36)- (log (11) log, (4)=3 
= (og (0Jlog,(36)-1og( 


e 9-0 (al 


mn 


logs 


log (2)=0.68 


tanto 


DEBER No. 1: FUNCIONES EXPONENCIALES Y LOGARITMICAS 


1 
a 
2 si 
3) Malaria 
4) 
5) 


£ y e sonas funciones f=R 
probar que a) 


Hallaria función inversa de f:X=>R . f(x 


Gralicar las sígulentes funciones: 


PRAR fra DE RAR 


2 =epalr> 


Jón inversa de J¿R=9R" 


Calcular los valoros de las sigulontes expresiones: 
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FUNCIONES EXPONENCIALES Y LOGA! 


| (9 y: 


a — — — 
6) Hallar el logaritmo de 3/2 en base 2 
7) Sitegpsis)=s . hallar toga 
8) SI logaíb)=a , calcular el valor de « para que 1 
9) Sitogia)=k y log.(b probar que logs 
Aid 
. DEA 
10) Hallar 4 enla expresión 4loga(a) 
Togalo) 
41) Resolerlas siguientes ecuaciones. 
8)e- 
D) apa 7epao0=2 
PS 
2%) toga(a) +Ioga(9) =loga(ó)+loga(2) "3 
8,(2)=305,0(6) +2105,(4) -lop12) a 
Í toga toga) =6 
El) <a 
12) 
, Jlogs(a)+ 


» 


X= 4 dog 


FUNCIONES EXPONENCIALES Y LOGARÍTMICAS 


TS/¡* FUNCIONES TRIGONOMÉTRICAS 


Copítulo 


FUNCIONES TRIGONOMÉTRICAS 


== 
Se denomina Círculo Trigóñométrico a un 
círculo de rado 1 y centro en el origen 
Supóngase que este círculo se encuentre en 
un plano cartesiano RxR= R?, y ses Plz, y) 
un punto de su circunterencia tal que forma 
un ángulo a con el eje horizontal. 


Siel punto P(x, y) se mueve en el círculo en sentidocontrario al de las manecillas del reloj, 
se diré queel ángulo formado entre OP y el eje X es unreal positivo. 


Si el punto. P(x, y) se mueve en el cítculo en sentido igual al de las manecillas del reloj. se 
tre OP y el oje X es unreal negativo 


dirá que el ángulo tormado e 


Se supondrá que a «ada valor roal de a lo podemos relacionar con un y un solo punto 
Pix, y) de la circunferencia. En ese caso se dirá que el ángulo a está medido en radianes o 


en grados sexagesimales que cumplen la relación |(27) Radianes=360* 


Los ángulos llamados especiales. del círculo trigonoméfrico con su equivalencia en grados y 
radianes son los siguientes: 


$0 180] 270] 360 


al 


Angulo en grados | y 
anclomraanas | 


92.- DEFINICIONES DE LAS FUNCIONES SEN Y COS 


Se definirán las funciones seno y coseno, denotadas porsen y cos respectivamente, de la 
siguiente manera; 


Sean sen R=R rep 


cos: R=+R_representala porx 


Se plica e Teorema de Pitágoras en el gráfico anterior y se oblene la primera lórmula 
fundamental de la trigonometría: 


e yi=1 => (sema) + (cosa) 
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Se puede entonces deducir los valores de sen y cos de los ¿ngulos especiales anteriores. 


E 5 13 NE 
[ 
E 
Cosa El Í 0 j 
ena En 1 1] 1 Í Y 


De aquí so deduce que el dominio de las dos funciones es el conjunto de los reales, y en 
cambio su recorrido es el intervalo [1,1 


Dom(cos)= Dam(sen)=R 
Re 


c(c0s)= Re c(sen 


Cuando se generaliza la definición de sen y cos en un círculo de radio. r diferente a 1, 50 
tiene las siguientes definiciones; 


Y Hiporenausa hipotenisa | 


9 


ALGUNAS FÓRMULAS IMPORTANTES 


Admitiremos la existencia de la fórmula: 


[eos(r—3)=coszcosy + senxseny . FER (A) 
PAR taste, WEYa E] 
En base a ella, probaremos las siguientes identidades de mucho uso en Trigonometría: 


7) sosta)= cosa 


Se hace x=0 , y 


1 (A) y se obtiene: 


cosO-a)=cosÚcosa+ serieno= O)(cosa)+ 0 


2) [osfr=aJ=—cor 
Se hace ==, y=a enla ecuación (A) y se obtiene 

3) 

4) 


5 


7) 


8) 


FUNCIONES TRIGONOMÉTRICAS 


sena (Fórmulas 1y3) 


TEWNWINMNMMW 


( 
La fórmula (3) puede escribirse primero como. seny= 5 


A 
Se hace y=[L-a | y se obtiena h 


0) 


serla=E Ju cos E (0-2 [la 
¡CA te 
Se usa (2) y queda: b 
' 
sen sentcosa b 
ñ A Pe: I 
La fórmula (4) puede escribirse primero como |seny =cox y 
Se hace y=(4 y 
serlo Se usa (A) y se obtiene: 
serlo =b 3 
Se usan (4) y (6) serlo —b)= senacosb-cosasenb r 
ser a)= sena] , 
La fórmula (7) puede escribirse primero como. sen(x- y)= senz cos y—seny cos v 
Se hace 1=0 4 y se obtiene: + 
serlo—a)= ser cosa=senacos0=0-sena(l) = senia)=-sen0 E 
coda )= cosacosh— senaseni Y 


Se hace —a enla ecuación (A) y se obtiene: 
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FUNCIONES TRIGONOMÉTRICAS 


Se usa (1) y (8) y se obtiene: 


costa+b cosacosó-senasenb 


¡E rompe! 
sento + bJ= sena! senbcosa] 


La lórmula (7) puede escribirse primero como. sen(s 
So hace x 


sb)+seno(=sen) = 


EME COS y =seny cos 


en esta última ecuación y se obtiene: 


nla— 


Se usa (1) y (8) y se obliene: 


sen(a+b)= sena(cosb)- (=senbjeosa => senocosb+ senbe 


aros 04 
A a 


Las fórmulas (10) y (7) pueden 


semfx + y)= senscos y + senycosx 


Se resta miembre ecuaciones y se obtiene: 


senlx+ p)esems— 


Ahora bien, Sel; = 


se abliens 


La demostración es similar a la ec 


'umando en vez de re 


[sosa=cosh== 


Las fórmulas (9) 


cos(x+ y Los) —senxseny 


Se resta miembro a miembro e: 


94 


El eje cartesiano se encuentra dividido en cuatro 
cuadrantes que contienen a diferentes ángulos: 


PRIMER CUADRANTE; _ entre 0* y 90% 
SEGUNDO CUADRANTE: entre 90" y 180" 
TERCER CUADRANTE: entre 180* y 270" 
CUARTO CUADRANTE: entre 270* y 360" 


Los signos de las funciones trigonométricas 


cos y 


cuadrantes cs 


adopta 


cuadrantes: 


PRIMER CUADRANTE: 
SEGUNDO CUADRANTE 
TERCER CUADRANTE: 

CUAR 


importante en cada uno de estos cuac 


FUNCIONES TRIGONOMÉTRICAS 


la |._azb 
Ahora bien, Sí la 5 
[a+ 
Se reemplaza y se obtiene: cosu=cosb=-2:en —— hen 
— ——_—_ 


a la ecuación (13) pero sumando en vez de restar, 


La demostración es simil 


FUNCIONES DE ALGUNOS ÁNGULOS IMPORTANTES 


o 


sen (en ese orden) en los cuatro 
responden a los signos que 
cualquier par ordenado en dichos 


TO CUADRANTE: (-.3 
Lao 
izará les valores de las funciones sen y cos de algunos ángulos 
irantes, 


8.43 Ángulos Importantes en el primor cuadrante 
Angulo en grados 30" as | so 
| 
Angulo en radianes a = | 
A | 
8) Angulo deso" 
Y La característica de este ángulo es que su hipotenusa es 
úl doble del cateto opuesto. 
sor |r_ ¿Si olcateto opuesto vale 1, la hipotenusa valdrá 2, y el 
h caleto adyacente, por Pitágoras, valdrá /3 
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FUNCIONES TRIGONOMÉTRICAS 


a catetoadyacente, 
Por tanto: Ec 


hipotenusa 


10 opuesto 


serd0= sen 


Diporenusa 


3) Angulode4s* 


La característica de este ángulo es que sus lados son 
iguales. 


Si el cateto opuesto vale 1, el otro csteto 


también valdrá 
y por Pitágoras la hipotenusa valdrá /Z 


Por tanto 


La caractorística de este ángulo es que su hipotenusa es 
el doble del cateto ayacente, 


Ñ SI el cateto adyacente vale 1, la hipotenusa valgrá 2, y el 


cateto opuesto, por Pitágoras, valdrá J3 


Por tanto: — 


Mipoten: 


9.4.2. Ángulos importantes en el segundo cuadrante 


| Angulo en grados 


am | e 


| 
[Anguo anradianes | | 


¡A 3 


e esloso bastante rápico para halar las funciones cos y sen en este cuadrante es recordar 
Que el coseno es negativo y el seno positivo, y roferirlos a 180%. 


8) Angulo de120* 


cosI20*= cos 


20508060) 


£os60 


cosi20t=-L 


sen(180-60)= senó60 = seni20* = 


270 


Bb) Angulode135* 


Ed 


4 


e) Angulo de 150* 


9.4.3 Ángulos importantes en el tercer cuadrante 


ena sem(l80 45) = seng5 


'en150 30) = send. 


20) == 00400 =— 


FUNCIONES TRIGONOMÉTRICAS 


T 
Angulo en grados 210 | 2250 209 
Angulo en radianes | E En 
| Se 5 


Un método bastante rápido para hallar las funciones 
seno somo el seno son negativos, y relenrios a 180 


que tanto el 


8) Anguiode 210" 


b) 


a) 


8 


sen(180 +45) ==senáS 


205080 + 60) =—cos60 


sen E sen(180 +60)= 
3 


+45)=-c0s4 


.senó0 == 


100s y sen en este cuadranis es recordar 


9.4.4 Ángulos importantes en el cuarto cuadrante 


cos240* 


senz40* 


Angula en grados 


300" 


EJES 


Angulo en radianes 


zm 


FUNCIONES TRIGONOMÉTRICAS 


Un método bastante rápido para hallar las funciones cos y sen en este cuadranis es recordar 
que el coseno es positivo y el seno negativo, y referirlos a 360" 


a)  Angulode 300" 


cosci0—00)=cosc0=L 


sen(360 60) 
b) 
cosG60-45 
sen(360 45, 
o) 


=cos(360-30) 


sen3a0" sen E = sen(360 30) «50130 == 


9.5- GRÁFICAS DE LAS FUNCIONES SEN Y COS 


Los resultados anterior 
correspondientes on el lr 


pode 
ovalo 0 


x(grados) 


anes) 


e 


FUNCIONES TRIGONOMÉTRICAS 


Como el dominio de estas funciones son los reales, los gráficos anteriores pueden 
extenderse a la izquierda y a la derecha: 


Estas dos Últimas gráficas son las funciones cos y sen repetidas cada 360", Se dice 
entonces que corresponden a funciones periódicas de periodo 360* 
8.5. OTRAS FUNCIONES TRIGONOMÉTRICAS 


A más de las funciones sen y cos definidas anteriormente, existen otras watro funciones 
trigonométricas que son las siguientes: 


Función tangente (tg): ig R=R defrida por iex=2 
s0sx 

Función coangente (ctg): etg: R=+R delinica. por |ergx 

Función secante (sec): sec: R=R definida por |wex= 


Función cosecante (cosec): cosec:R=R gelinida por 


Con estas definiciones, y usando las tabias de valores para les funciones sen y cos, se 
pueden determinar los siguientes valores y gráficos para estas cuatro funciones: 
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somares 


FUNCIONES TRIGONOMÉTRICAS 


_—Ñ 

b x(gradoj o EJ 45 60 Elo] 120 

' | z a | 
xiradianes | o | E 7 

z FEO o [os 

1 DEE 1.00 0.87 

y yx de 173 

s ENTE 9058 

' Y =secx ES [+0] 14 

! TZ apa julia] 


x(grado) | 210 | 225 | 240 | 270 


300 | 315 | 330 | 360 


x(radianes 


y=50nx 


yE E 


NEGOEX 


y EREEx 


y coser 


=cotgr 


FUNCIONES TRIGONOMÉTRICAS 


9.7.- IDENTIDADES TRIGONOM ÉTRICAS 


Una icentidad trigonométrica en el ángulo xes una igualdad que se cumple para cualquier 
valor del ángulo x 


Por ejemplo, la relación fundamental cos” x+sen*x =1 es una identidad trigonométrica pues 


se cumple para cualquier ángulo e R 
Ejemplo 1 Probar las siguientes identidades trigonométricas: 
a) senAcot gA=cosA 


Sol: — senácoLgA=senk 


D) rgcotgs 
sena sosÁ 
Sol: 1gacolga 4 
BACA A scná 
TS 
Sol 1 
d)  decorgixmcosec 
Sol 1+col 


e) sy 1gy seny 


Sol: secy=c0sy 


0 sed 
4 Usos A sena 2 
Sol. 2. AS =1y%a 
A 1 Ta 
senta senta 
9) 
Sol LL estatiosa 200secta 
I=cosa T+eosa  U=coaXi+cosa) 
h) cost A=cos A sentA—2sentA=coS A-2sen*A 


Sol: co A=cos* A senta 2ien*A= (1 sen" AY (sen Ajuen* A—2sen*A 


sent Anson! A sen A=sent A-2sentA 


Fa=cos Arena: os A—2serf A 
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2c05' y +sen* ycosS y sent y 
- 1 
3cos* y-1 
2eos! y + sen ycos? ysenty _ 2005 y+(1-cos* y) cos? y -(1=cos? yr 


Sol 


187 y + semysecy —semycosy 


BeCy=cosy 


[eos y 


lg 7 y + seny sec y — seny cos y 
sol: a 
ey y 1 


+senycos* yll— 


sen? y + senycos* y —seny cos* » 


senyor sen ya sen? yde 


cos? y cost MI=cos y) cos y sen y cos y 
_ seny +senycos seny cos y 1009 (1, so y see ya sem 
cos y costy cos yl cosy d 


DEBER No. 1 ; EJERCICIOS ELEMENTALES 


JN] 
2) 
3) 


4) 


5) 


Comprobarlas siguien 


8) 


8) 


10) 


12) 


14) 


Hallar los valores de las funciones Irigonométricas de U si send=2/3 > 


Hallar los valores de las funciones trigonométricas de 6 sí cost- 


Hallar los valoros de las tuncionos trigonométricas de 6 si corg4= 


Hallar los valoros de las funciones trigonométricas de E sí 146=5/4 


send + cost 188 
0 + cosecO—cotgd 


1900 


Hallar el valor de 4= 


s identidados 


senbscO = 10 7) cosb Mis secO)c1g0 » sen 
Mosa to) 
20_. cos0 
Tosecd secó co A 
tE xcosectacor irse? x= 139) senAcosA(IgA=corgA)=l 


150 


FUNCIONES TRIGONOMÉTRICAS 


18 lose a 17) ese +cos0 seco 


19) — 159 —cosecOsecO(-2co 8) =colgÓ 
secó sena e lg 
E 2 msenstgr 
cd O cae Y gar caez * 
22) EZ som y 9 cosa 2) Pt senbcosó 
ar nó cod 
seno senDcos0. 
4) catgt coser 2 
24) cg eres 
28) Us conca gy ca tes 


yaa mat 


27) (asen yc0s07 + (acosó 


28) (2rsenUcosON + ricos *0 sen 07 er 
29) (e 


compl" + (rsenOsenos” + (rcos0 7 


RESPUESTAS A LOS EJERCICIOS 


1) Vouadranto 
ll cuadrante: 
2) Mecuadrante: 
lll cuadrante: 
3) Mouadrante: 
IV cuadrante: 
4) — 1ouadramte: 
Ill cuadrante; 
5) cuadrante: 


9.8.- RESOLUCIÓN DE TRIANGULOS 


Una de las aplicaciones más importantes de la trigonometría es la de su Ulización para 
resolver problemas relacionados con triángulos. 


en 


FUNCIONES TRIGONOMÉTRICAS 


9.8.1 TRIÁNGULOS RECTÁNGULOS 


Un triángulo — rectángulo se 
caracteriza por tener dos lados 


(catetos) a, ¿ y su hipotenusa € m 
relacionados por la fórmula 
e? a (Teorema de A c 


Pitágoras), dos ángulos agudos A » 
y B y un ángulo recto C=A+B=90* 
Las relaciones trigonométricas tundamentalos son. 


cateto adyacente a A 


cos A= | 
Tuporenusa | Tapotenusa B 
csero opuesto a A | opuesto a B 
lena = E - A - 
Tipotemsa E | Tiporenusa 
lg 1 Cueto opuesto a 4 ls po Eo opuesto «a E 
( cateio adyacente GA caco adyacente a B 
Obsérvese que cosA=senB , sená=cosB 18 
Ejemplo 1: — En el triángulo ABC el catelo a vale'3 m. y el catelo 4 4 m. Hallar su 
hipotenusa y las relaciones trigonométricas del ángulo A, 
Solución: 
£ | va? 944 25 
cora=l “e ipa=ó= 


Hallar la altura de un ed persona que mide 1.8 m 
de altura situada a 50 m. de la base del edificio observa el punto más alto del 
mismo con un ángulo de 30* respecto a la línea hot 


conociendo que 


Solución; 
» 530- 
o = h=501830" = 50(0.5773 


= altura del edificios 28.87+1.80 = 0.67 


sus tres ángulos pueden ser agudos, o uno de ellos mayor a 
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Para este tipo de triángulos, se cumplen dos leyes lundamentalos: 


a » € 
TS 


Ley de los Senos 


cos A 


Ley delos cosenos: pr Zac sos E 


2ab cos € 


Demostración: 
a) Leydelos Senos: 
B Ses h la altura (perpendicular) trazada 


desde el vónice del ángulo B al lado opuesto 
b Entonces se tiene: 


c a 
[semn=l = hmcsena 
c 1 5 
A % | 
D snC=l > h=ainc | 
l a 
Se igualan los valores de h y queda: 
| De manera similar. sí se considera la alturatrazada desde al vértice del ángulo A, se 
| obtiene, oa 
| 3enC senb 
boe 
Finalmente, se iguala (1) con (2) —:—= 
E , ) senA  senB sen 
b) Ley delos Cosenos: 
B Considérese el triángulo ABC cuyos lados 
opuesios a los vértices A,B y C son abc 
5 4 respectivamente, Sea h la altura trazada 
desde el vértice B al lado AC, y mun los 
segmentos en que este altura divide 2 dicho 
A c lado, 
Do 


En ol triángulo ABD sa tiene: 
En el triángulo BDC se tiene: 
Se reemplaza (1) en (2): 


pl +02 lb? +(me nim=n)) 


+0 —bl2m 


do? + bm +67 —bl(m+n)=(m=0)) 


cos A. Reemplazando: ai =b*40*-2bccos4 
Elmismo procedimiento puede aplicarse para hallar las fórmulas para los otros dos lados. 


279 


| 
| 
| 
| 
| 
| 
| Paro cos 


FUNCIONES TRIGONOMÉTRICAS 


Resolver el triángulo de la figura 


Resolver ol triángulo ABC, dados e 


Solución: 
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Existen dos soluciones: 


a e) 


¿e es 
Cn 


A A 7 erez 


0) SIB=65*40 => Colg0-(4+8)=180-(33*40'465"40) = C=80%40' 
asenC _ M-Ssem(B0*40" _ 31.5(0,9868) 
E. 3I-SSeMiBO"40 _ 315109868) - «o y e 
será sena) 0.554 


a 


(+ 14020) = 


by SiB=114%20 => C=180-(4+8) 


Bat 2bocos O 


+(2%)- 


Dos tuerzas de 17.5 kgr. Y 225 kgr. Astúan sobre un cuerpo. SÍ sus 


Ejomplo 6. 
direociones lorman un ángulo de 50* 10', hallar su resultante y el ángulo que 
hace con la mayo? 

c Solución: 
A Por Geometría: 
ángulo ABC = K =180-SO*10' 
a ma +0? -2accos8 =(17.5)* +(22.5)* —2(17.5X2.5)c05(129*50) 
"(17,57 +(22.57 -2(17.542.5K-0.6405] = 
asenB _ 17.5sen(129*50) Po 
rea A A 'dnguloCAB 


» 63 
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DEBER No, 2: RESOLUCIÓN DE TAÍA! 


Resolver los siguientes triángulos ABC dados: 


B=42%40 


A =48550' 


B=118930 


B=112920 


B= 4040 


. A=3520 


0=6M .b=730 ,0=998 


12. Sobre un objeto obran dos fuerzas de 115 Kgr y 115 Kgr que tienen como resultante 
187,44 Kgr. Hallar el ángulo entre las direcciones de las fuerzas, 


nx torre de 150 m de altura ostá en lo alto de una colina. En un punto 650 m por 
debajo de la colina el ángulo entre la 
Hallar la in 


perficie de la ladera y la visual al extremo de 
ión de la colina respecto a la línoa horizontal. 


RESPUESTAS A LOS EJERCICIOS 
brido 0 Cu 60*10 


B=6610 
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9 348 . C=4330 
10, c=re0 

" Corso, 
12 7O*SO 

11. 748 


9.9- OTRAS FÓRMULAS IMPORTANTES 

A más de les 14 (órmulas analizadas anteriormente, existen ciras fórmulas relacionadas con 
el cálculo de funciones trigonométricas de ángulos múliplos (dobles, triples, ete.), ángulos 
Submúltiplos (medios), y suma y productos de funciones seno y coseno: 


15) 0% 


Zsenxcos o 


Se usa la fórmula 10) sento +b) 


4b+senbcosa con e =b=x y queda: 


vOnxcOSx + sera 


senxcosx 


10) 

Usano la relación coszeseris=l la Irala 16) puede expresarse en dos 

] cos2a=20007 2-1 cos2xml- 
A act 
fórmula se obtiene de la variante anterior x-1 despejandocas x 

16) FU=cos 22) 

Esta lórmula se obtiene de la vaiante anterior cos2a . 
19 29) 

Use las fórmulas 17) y 18) haciendo. x 
a poe 3 


1 1gxugy 
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24) 


Las fórmulas 29) al 3: 


FUNCIONES TRIGONOMÉTRICAS 


sEMACOSY , cosxseny 


serix+ y) _ senscosy+cosxieny _ 208 
15) " ha 
y COSE+ y) COSICOSP=—SeNASENY COSICOSY  senxseny 


COSXCOS) COSACOSY 


te(a=y 


COS(x=y) — COS 4005 y + Semen) 05 X00S y, senIseny 


705 xcOS y cOs 1008 y 


Hágase y=x en la fórmula 21 


Dcosxsengsenta+y)=serx—y) 


SOMA Y) 1 Y) = SONKCOS Y + IENYCOAX= (XENACOS Y SENYCOSA) = Zrenyeos 


NIKI Y) + SENA Y) SONACOS Y +SENYCOSA A SONACOS Y —SENYCOSx) = Zseuacos y 


Zeosxcosy=coslt+y)+cosk—y) 


COS + y)+ COSÍA— y) =008 XCOS Y — SPULSONY COS 4 COS y 4 semzseny =2c05.xc05 y 


COS(A+ y) + COME J) = COLI COSY=2EHALEN)- (COSELOS + senxsen) =—Zsenzsen) 


sena—seny=20 


Use la fórmula 24) escribiendo. 2cosa senb=senía+b)=3enía —b) 
> senta+ b)—sería—b)=2 cosa senb 


arb=x 


Hágase > y reemplace: 


= sena sem 


sent seny=2sen 30) — cosx+cosy=2cos: 


COSI=COSy= Zen se 


sera similar 


FUNCIONES TRIGONOMÉTRICAS 


9.10- RESUMEN DE FÓRMULAS TRIGONOMÉTRICAS 
1 RELACIONES FUNDAMENTALES: 
ses cos 1 ñ 

mas cop e co 
en er 

12. ÁNGULOS NEGATIVOS rn sen 4 coa) A or 

[E ÁNGULOS < 90" EEN EN 

(4, ÁNGULOS ENTRE 90* Y 180% AO 1) men 

g ÁNGULOS ENTRE 180* Y 270* EA 4) 9 10 a ETT 

6 ANGULOS ENTRE 270* Y 380% ETE ETREEN 

17. SUMAS Y DIFERENCIAS: 

EA o ar 
Y Tage 

18. ANGULOS MULTIPLOS: 
sen di e Teen a 46 cos 31 adoos? y Jena 

[9 ÁNGULOS SUBMULTIPLOS: — sen 

10, PRODUCTOS EN SUMAS: 
ren satan y 1) sea eos y lenta] yireenta— 30) 
coa xccs ys Feo + y) «emita 1) se ens host yea] 

11 SUMAS EN PRODUCTOS: 

MES us 

O ER ea) 
eyed 
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DEBER No. 3; ÁNGULOS MÚLTIPLOS Y SUBMÚLTIPLOS 


1), Hallar los valores de seno, coseno y tangente de a) 75* 


2) Hallar los valores de senta + £),costa+ $) y w(a= P) dados 
a yB en cuadrantel 
ayB 


sa encuadraniel! .f encuadrameltl 


sel 


0 y encuadramedl 


3) Demostrar 


2) senta + f)- 
E 
e) ulasna)n 27 y He * 


sa 


9) senfa= Bisenta 


m m 
EIA TY 16018 

4) SIAyB son agucos, hallar A+B dados: 2) ty 3/5 D) 1gA=8/3.158=4 

5) Si 3, demostrar que 1gy=0.3 

6). Hallar los valoros de sen20,cor20 ytp20, dagos: 
8) 10m0=3/5,8 encuadrame! B) 3008=3/5,6 encuadrante 1] 
Ed sent =1/2,0 encuadranie IV 0) 18U=w,0 encundrantel - 
Demostrar las siguientes identidades; 


pz 


8) 2 D) 1550 iso 
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Y 


9) Si A+B+ 


la) sen A=sen 8 =300C= 45087 


€) sen? an son? B=senTC =2sen Asen BcosÉ 


10) Demostrar: 


sen Arsendá 


o] 


Gosá= co 
sendarionsa 

py ETA a 

rr 

E] 

E 


cocos 8 7 7 


ser2a(1+ 20000) 


e)  senf+1en20+ senal 


0521 +2c050) 


Y sos8=cos28=cosló 


FUNCIONES TRIGONOMÉTRICAS 


” 
bp) cos 0corBr tosco 
a 8 Be 1 
yt $ 
* 


Ey En send + se066 =sen 20 send 425003800030 
sendas sona o senTAr0ends, (Stn3co ends) (senSt + 40072) 
» 190 
¡ ax enla y CORD) (cos5x=c017%) á 
y coróseo= Liste e09 080) 
16 


Do cos unto 


e 18 + Seos38 + 00530) 
D 9 =Lc10sen0 Seen 36 + 10050) 
16 
2% 
y 
m —2 14 
osea coda 
22 
m) ase? Fora 


11) Demostrar 


3sena dee 


em E 

cos 

9 cose cos rcosd—— 
st 


12) Demostrar 


a) snab=4senbcor6— ásen*8cosó 


b) cosdx = cose 4sen? 10051 


b) col 9-20 Boca? 0 =sent Osea te 
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FUNCIONES TRIGONOMÉTRICAS 


RESPUESTAS A LOS EJERCICIOS E 


2 a) 63/85, -18/85, -69/16 b) 171/221,140/221, 171/140 
C)  -36/825, 323/895, -38/323 

%  ajas b)1358 

6 ajasas 7/2 


0) Aa 


8.11 FUNCIONES TRIGONOMÉTRICAS INVERSAS 


Se conoce que para definir la tunción 
inversa de una función, ésta debe ser 
7 biyectiva (inyectiva y sobreyectiva), pero 

ninguna de tas funciones periódicas 


O 1A , trigonométricas analizadas anteriormente 
FT Y A es inyectiva pues sí se traza una recta 


A horizontal paraeta al eje X, coña a la recta 
E AA en más de un punto, por lo que la función 
y y . he ed Inversa no existe. 
| vil V 
V V V Es nevesas " para obtener 


funciones trigonométricas inversas se 
restringan los conjuntos de salida y llegada, 


a) EUNCIÓN SENO INVERSO 
E 


2 función sen 11] definida por y=senz es inye 


iva, es sobreyectiva y por 


tanto biyectiva, por ll 


e la función Inversa existe 


A radianes ene] 


00 y Ss 


La fur , 


sento [11 Jo |- senta marcsera 


FUNCIONES TRIGONOMÉTRICAS 


x% | aíradianes | yígrados 
=arcsenz 

5 -2/2 -90 
27 | 214 ES 
25 | -2/6 30 
Fl E 
la (2 
7 2/4 45 
7 772 EJ 


=Rec(sen” —11]= Domtsen”*) 


Obsérvese que — Dom(sen 


Siendo sen y sen” (arcsen) funciones inversas se tiene que: 


e tarcsen) Wncones et An 
semarcsend=x > arciesen=a] 
b)  EUN SENO INVES 


La función cas: lo.m)-+[-12] detnida por. y =cosz es inyectiva, es sobreyectiva y por tanto 


blyeativa, por lo que la función inversa existe. 


x(grados | xtradianez | 970% 
== el = 15 
o y 1 S] Seco 
CNC TS EJ A 
3 n/4 07 h 
EJ =/2 g %] 
120 | 2513 03 s 
135 | 3/4 -0. 
180 7 > 


La función inversa del coseno se denomina COSENO INVERSO( cos!) 


cor":[-11)[0,5] definida por 


x | píradianes | yigradod 
l 2 so 
7.85 30 A 
07 35 ss 
0 EJ yaarccosx 
05 120 a 
07 135 
Ñ 00 , 2. Co os 
Obsérvese que — Domícos)=[0.m]=Rectcos”) +  Rec(cos)=[-11]= Domícos”) 
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ade lí 


nasa «das 


Siendo cos y cos” (arccos) funciones inversas se tiene que: 


costarecos:)=x 


Ejemplo 1 Demostrar que sen(arccos 1)==/—1* 


f Solución. Sea arccosi=6 == cos 


Vicar 


=> senlarccos 1) =5enb 


Ejemplo2:  Demostrarque cosfarcsens= V=x 


Solución. Ses arcsens=0 


b = costarcsenx)= 0050 =li=sento ica 


a) EUNCIÓNTANGENTE INVERSA 


La tución 0: EE comida pr. y 


biyectiva, por lo que la función invorsa existe. 


sígrados | stradianey | y=088 


FUNCIONES TRIGONOMÉTRICAS 


senlarccos y 


> seb=x 


coMaresent 


= (gx es inyectiva, es sobreyectiva y por tanto 


La función inversa de la tangente so denomina TANGENTE INVERSA( 


l 


Obsérvese que — Domt15)= | 


definida por 


10 


FUNCIONES TRIGONOMÉTRICAS 


Siendo 18 y 18" (arctg) funciones inversas se tiene que: 


Iglarcign=x arcigUen 


Ejemplo: Demostrarque sentarciga= 
ES 
Solución Sea B=arcigx = 189=x 
x senarciga = sent red 
1+ 
arciox 
d) EUNCIÓN GOTANGENTI JA 


La función corg:Jo.x | +R definida por. y =cotgx es inyectiva, es sobreyectiva y por tanto 


biyectiva, por lo que la función inversa existe. 


xgrados | xtradianej | y=cotgx 
nl es) HRS 5 


La función Inversa de la cotangente se denomina COTANGENTE INVERSA (cotg” 


co” R= pe] definida por y=cotg"x=arcergx 


yiradianes | yigrado 

z rectex 

E E] 7 

17 | —n16 30 

y Ea 5 yrarocos 

a a/2 Eg 

378 12 

EZ 135 

== E 180 

10 o 1 

Obsérvese que Domícorg)=)h,x[|=Recicols”) Rec(cotg)=R=Domicota”) 
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Siendo co1g y corg”*(arcctg) funciones inversas se tiene que: 


Ejemplo: — Demostrarque igíarcergx 


Solución. Sea O=arecogr =colg0=x 


1 tglarcctgs) =1g6 = 


arcctox 


Ejemplo 5: Den 


ostrar que costarergr 


Solución Sea 0 =areiga 


Eos(arcigx) =cos = 


5] 


Golinida por y=secx es iny 


Sobreyoctiva y por tanto biyectiva, por lo que la Tunción Inversa existe, 


xradianes) | Yw=secx 


FUNCIONES TRIGONOMÉTRICAS 


radianes | grados a 
2 = reseca | 
sl IE PEA El panas 
0 E | 
14 AÍ8 5 A 
| aa 3 
ea R 
= | an 120 Y 
141 3n/4 135 A 
O 


Obsárvese que 


Domises Rec(ses)=]= 1] U|== Dom 
Siendo: funciones Inversas ss llene que; sestareacex)=x aresec(aco3)=x 
% EUNCI COSECA) INVERSA h 


¡JUlkef definida por. y= cosecz es inyectiva, es , 


sobreyectiva y por tanto biyectiva, por lo que la función inversa exists 


La tunción inversa de la cosocante se denomina COSECANTE INVERSA (cosee”!) 


m 


—10) definida por y =cosec"'x =arccse 


coser": om 


ie 
1 
la 


| mradianes) grados) 
A ET E " y=arecosect o 
50 
z EN : 
EJ 


FUNCIONES TRIGONOMÉTRICAS 


Obsérvese que 


: 
Dompcosec)= 1-52 Recícosec)= Loo-1]Ul o = Domícosec” 


Siendo cosec y cosec” (arccosec) fur 


nes inversas se tiene que: 


arcos ecx) =x arccosen 


Ejemplo 6: 


puientes demostraciones. 


Solución: 


Jando el 


Portant 


que 4+8 


=senácos 8 


a. 


Solución: Sean 4 


Cc) aresenZ4arcien 


FUNCIONES TRIGONOMÉTRICAS 


Solución: Sean 4=orcses 


q 


cosB=Vi-sen*B 


- E 


Vos 


Por tanto, hay que domostrar que 4+3+C=3. ole que es lo mismo: 


loque es lo mismo — sen[4=8)=sen 


En efecto: 


e) 
Solución 
o cri zarecosa 
Solución Sea A=arccos => cosA=x 
4 
= arecosa cos 
» 
Solución Sean 4= eresen- Te Baorcgl 
148 
5 AT Se construyen los triángulos respectivos, 
1 1. y se calcula los lados faltantes usando el 
á Teorema de Prágoras y se halla 
7 3 
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t 
5 raciones 
=areigó 
Enelecto: ga y 


1g(2arcrgx) 


Solución Sea 4=arcior A=x 


Por tanto, 1gl2orergx 


senfarciga 

Solución 

Sea A=arcigz IgA=x X 
Se ula hipotenusa — usando 


Pitágoras y 


senl4)= 


y 


Por tanto, sen 


| 
| 
| 


% 


e) 


seré larccosx) 


Solución 


Portanto, sen” (ecos x) 


FUNCIONES TRIGONOMÉTRICAS 


consclarigl E 
Solución: Sea A=arcigx y => I8A=x 
Portanos — coseclarcig feos LL 0 cod - 
SENA 5EHÁ Sosa senA COSA 
7 7 lea? 
A A 
DEBER No. 4 : FUNCIONES INVERSAS 
Escribir como función trigonomérrica inversa: ajsend= 3/4 b) cose 


JJ 


2) 


3) 


4 


o) ra 0) cof 


Hallar el valor principal de: 


a) asen) b) arecos(-/2/2 e) eg 
d) arecorgí 0) aresen(=1/2) 4) arecos(=1/" 
9) así d3) h) dresorg0 |) arccosect=) 


Hiro AD 
Calcular: 


a) senfaresen(=1/2)) 
4) senfrccon 45/23) 
9) soslarcsent 


j) arcsencosí-109) 


mm) senfzaresent2/3)] 


Demostrar que 


b) cosfrecostW3/2)) 
0) linen 0] 
213) h) sefarcrg2] 

lo arcigkora230] 


e) ilargi—0] 
dy sem lara 4/59) 
[1 arecospen 220] 


A) 


Co) sen Farccos(4/5) 


pal 2) Ú J 


1.29 
D) costarecoslá= reco 
os 
3 7 
9) rec acc == 
E 5.6 a 
D elas marco 
) telaresen= br 


rado 
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5) Mostrarque: 


A 
D) arcsent o ar 
5 


9) arciga + ag 


c) x= 


2) yi 07 

Dan ») Jin 9-1 dv 
80 Ds Ds ») 215 
po pas ho sor yo 


9.12 ECUACIONES TRIGONOMÉTRICAS 


idos pueden ser. 


/as entre funciones de ángulos des. 


Las igualdages trigonomél 


8) IDENTIDADES, sise satisfacen para cualquier ángulo 
b) ECUACIONES, sisólo se verifican para valores particulares de ángulos. 


Ejemplo; — a) senscoseex=1 es una Idontidad ya que se verifica pera cualquier valor de y 
5) senx=0 es una ecuación ya que se verifica sólo para — «e (0% 


Ín trigonométrica puede tener infinitos elementos, pero en la 
tales que 05 


Ejemplo 1 Rosolver las siguientes ecuaciones trigonométricas para todo x tal que 
Us :<2% . Compruobe los resultados, 


8) 2xem-i=0 
Solución: Ds 10 > Zim te 
Como el seno es positivo, el ángulo se encuentra en los primero y segundo 


Sn 


cuadrantes: — y 


2=180 


Prueba: 
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D)  senvros3=0 


Solución: smmcur=0 == sem=0 Y cosx=0 


0) gx —INasen"x=3)9 


Solución: Us —1 


45235 


=> 1= 45.60.120,225.240.300 


60.120.240.300 


d) sera a sens—2 + 0 
Solución: senTx= sens = (so Dsene 


E 
a |» x0l2) 


e) 


» Tren =coroc—l 0 


Solución: 


0 fseme==h = re (210,330 
sens (90) 


s5i5u0b 


FUNCIONES TRIGONOMÉTRICAS 


Do 2er gr 
Solución: 
m cos e + cut yr 


Solución: eme em rod 


Se eleva al cuadrado: 


> (Less IN x+l)= 0 m cosrml/2. cua] 
1 af 

sosx=L = ze(60,500)| | 
7 looxe 

cosx==1 = ze (180) 


1=00% > coceG0 40m gó0 0) 
1=180% = coseciól+co180= 7) 
1300" > co ec300 «co 5300 = 3) 


8.13 ECUACIONES TRIGONOMÉTRICAS CON MÚLTIPLOS O SUBMÚLTIPLOS DE 
ÁNGULOS 


n el ángulo x, la solución 
"(0y2x radiane 


Se ha observado q 


n ángulos múltiplos o submiltiplos de x. el 


liplicará o dividirá por el coalicionte correspondiente 


Ejomplo 1 Resolver sen3x=1/2 


= 0s3x 


Como semdr=112 == 3x=30 =150 (ánguios básicos) 


ángulo: 


30 + 360 =390 sm 


= 3x6 (30, 150, 390, 510, 750, 870) 


= xe(10, 50.130, 170, 250, 290) = 


Ejemplo 2: Resolver sen => 
“ 
Si Solución > 
Como 0, ]=150 (ángulos básicos) 


00.850] — Pero 450" está luera del rango 


Ejemplo 3: 
Sol 


Como sos2a= 


Los otros ángulos son: 


2960 Clos otros son mayores a 120) 


= ze(50.150, 210. 330) 


Ejemplo 4: — lesolve! sos 


Solución: Si 0s xs 360 5180 


Como tosi=l (ángulos básicos) 


> Em 


. 
¿ero 300 se excede de 180. por lo que no se lo considera. 


> helo) » sebo) - 
Ejemplos: Resolver senda== 
Solución Sioszs3 0534 51080 
Como sena = 15  (éngulos básicos) 
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Los otros ángulos son: 


315 + 720 =1035 


5 +360= SNS , 3IS9360 675 . 2252720 = 945 


= axe (225.315.585, 675, 945,1035 


= xe (75,105,195. 225, 315, 


Ejemplo 6 Resolver sen2x+ cos x=0 
Solución: senla+cosx=0 =». Zsenrcosr+cosi=0 =». cosx(2enr+1)=0 
cos=0 = xe(9,210) 
2d sn 


= xe(90,210.210,330) = 
Ejomplo7: — Resolver sen?xcos x= senx cos? x=1/4 
cos x—sens cos? 1 =1/4 


Solución: sen 


4 = senxcosx(cos? x—sen 


=  senrcos xisen?x—cos? x)=1/ 


1 1 


Frendx(cos2a)=L = Zrendrcos2x==1 => sentr=-1 


Si0sxe360 = 0S4x< 1440 


Como sendx=-1 = 4x=270 (ángulo básico) 


270 +360 = 630 


mbro a miembro los términos 


al cuadrado y se suman mi 
ecuaciones 


Solución: — Se 
de 


= (ena) +(c0 


302 


FUNCIONES TRIGONOMÉTRICAS 


si > 0S2x572 
= (ángulos principales) 


Los otros ángulos son: 


904360 =450 . 270-300 =630 


E (90, 270,450, 630 
> 5.135,25. = 
DEBER Ni 'ACIONES TRIGONOM ÉTRICA: 


Resolver las ecuaciones siguientes para vx/05x52% 


4 Dasenz+1) 
6 


B) Tigrsens=1gx=0 


s 16) 3senx+ 4cos2 22 


18) 183 


17) seo2x=—l3 


20) corg(a/3)=-1005 


19) cos(2/2)= 


21) senxcosa=1/2 22) sen(x/2)+ cos 


24) cos2+ 0053 


25) sen2x+sen 
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RESPUESTAS A LOS EJERCICIOS 


N [p $ A 1) 


E Pp Y 
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